08-01-04. Логические парадоксы
1. О слове «парадокс» и математической логике.
Рассмотрим некоторые занимательные утверждения, которые показывают, что наше понимание мира невозможно во всей полноте отразить в строгих математических и логических понятиях. 

Логический парадокс — рассуждение, приводящее к взаимно исключающим результатам, которые в равной мере доказуемы и которые нельзя отнести ни к числу истинных, ни к числу ложных. Слово "парадокс" происходит от греческих слов пара — против, и докса - – мнение. Парадокс — логическое противоречие, из которого как будто бы нельзя найти выход. С рядом парадоксов столкнулись уже античные мыслители. Например, широко известны парадоксы "Лжец", "Куча", "Ахиллес и черепаха". Они доставили много труда не только древнегреческим, но и современным математикам, логикам, философам, пытавшимся различными методами преодолеть возникающие противоречия. 

Анализ парадоксов привел к выводу, что в любом случае необходимо разобраться в том, какие понятия, и способы доказательства можно применять в математике. Такую цель ставит перед собой раздел математики, называемый математической логикой. 

Однако анализ парадоксов важен не только для оснований математики, но и для решения вопросов однозначной дешифруемости человеческой или искусственной речи в диалоге "человек-машина", а также для других вопросов искусственного интеллекта. 

«Парадокс кучи». Этот парадокс был известен еще в древности, но в последнее время к нему вновь было привлечено внимание математиков и логиков. Вот его формулировка: 

"Одна песчинка не может образовать кучи. Если какое-то количество песчинок не образует кучи, то добавление к этому количеству еще одной песчинки не превратит его в кучу. 

Из приведенного рассуждения можно сделать вывод, что, начиная с одной песчинки и добавляя последовательно по одной песчинке мы вроде бы никогда не получим кучу песка. Однако мы все знаем, что кучи песка существуют. 

Если из кучи песка удалить одну песчинку, то останется куча песка. 
Этот парадокс разрешается, если дать определение кучи песка. Например, положив, что она начинается с 99 песчинок (или любого другого фиксированного числа песчинок).

2. «Парадокс брадобрея». Разберем наиболее известный парадокс "Брадобрей". 

На двери у деревенского брадобрея висит вывеска: "Здесь живет человек, который бреет тех и только тех мужчин деревни, кто не бреется сам". 

Зададим вопрос, бреет ли брадобрей сам себя.
Если он себя не бреет, то он относится к тем, кто не бреется сам. Тогда, согласно вывеске, он должен брить себя. 

Если же брадобрей все-таки бреет себя, то он бреется сам. Следуя вывеске, он не должен брить себя. 

Приведенные рассуждения позволяют сделать вывод, что такого брадобрея не может быть. Однако если не задумываться над этим, то брадобрей, на доме которого помещена указанная вывеска, может жить и спокойно брить всех не бреющихся самостоятельно взрослых мужчин деревни. 

Рассмотрим еще один парадокс, сходный с парадоксом "Брадобрей". 

Некоторые русские прилагательные обладают тем свойством, которые они называют, например, прилагательное русское само русское, прилагательное многосложное само является многосложным. Конечно, большинство прилагательных не обладают подобным свойством, например, английское, односложное, холодное, красное. Назовем прилагательные первого типа самоприменимыми, а второго типа несамоприменимыми. 

Выясним, к какому типу относится прилагательное несамоприменимое. Если прилагательное несамоприменимое является несамоприменимым, то оно обладает тем свойством, которое называет, то есть оно самоприменимо. Если же оно самоприменимо, то оно не обладает тем свойством, которое называет, и должно быть несамоприменимым. 

3.** «Парадокс лжеца».  Этот парадокс имеет два варианта. 

1-й вариант. Некто говорит: "Я — лжец". 

Зададимся вопросом, правдивый ли он человек, или нет. 

Предположим, что некто сказал правду. Но тогда высказывание "я — лжец" истинно, и сказавшего его следует считать лжецом. Но лжец не мог сказать правду, что он лжец. 

Предположим, что некто сказал неправду. В этом случае фраза "я — лжец" является ложным высказыванием. Значит, некто не лжец, но это противоречит предположению, что некто лжец. 

2-й вариант. Некто говорит: "Я лгу". 

Зададимся вопросом, истинно ли это утверждение, или нет. 

Предположим, что некто говорит правду. Но тогда высказывание "я лгу" истинно, и сказавший его никак не мог сказать правду. 

Предположим, что некто говорит неправду. В этом случае фраза "я лгу" является ложным высказыванием. Значит, некто все-таки говорит правду, но это противоречит предположению. 
С парадоксом лжеца имеет сходство так называемый парадокс "Критянин". Критский философ Эпименид в 
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 веке до нашей эры сказал: "Все критяне – лжецы". 

Будем исходить из допущения, что под лжецами он понимал людей, которые никогда не говорят правды. 

Если то, что он сказал, верно, то, поскольку Эпименид сам критянин, сказанное им есть ложь. Следовательно, то, что он сказал, есть ложь. Тогда должен быть такой критянин, который не лжет. Последнее не является логически невозможным, и мы здесь не имеем настоящего парадокса. Тем не менее, тот факт, что ложность произнесенного Эпименидом высказывания может повлечь за собой существование критянина, который не лжет, до некоторой степени обескураживает. 

Если Эпименид был бы единственным критянином, то последний парадокс превратился бы в первый вариант парадокса лжеца. 

Контрольные вопросы

1. Что такое логический парадокс?
2. Сформулируйте парадокс кучи. 

3. Сформулируйте парадокс брадобрея. 

4. Сформулируйте парадокс лжеца. 

Задачи и упражнения

1. Что произойдет, если всесокрушающее пушечное ядро врежется в несокрушимый столб? 

2. Парадокс "Крокодил". Крокодил украл ребенка, но обещал вернуть его отцу, если тот отгадает, вернет ли ему крокодил ребенка. Что следует сказать отцу, чтобы перед крокодилом встала неразрешимая проблема? 

3. Миссионер, оказавшийся среди людоедов, обнаружил, что он попал как раз к обеду. Туземцы разрешили ему произнести какое-нибудь утверждение с условием, что если оно окажется истинным, то его зажарят, а если оно окажется ложным, то его сварят. Что надо сказать миссионеру? 

Ответы и указания

Задача 1
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. Указания. а) Если ядро всесокрушающее, то оно должно разрушить этот столб. Однако, если столб несокрушимый, то его ничем нельзя разрушить. 

б) Это является парадоксом, так как не определено, что считается правилом. 

Задача 2
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. Указание. Отец должен сказать:"Ты не вернешь мне ребенка". Если крокодил не собирался возвращать, то отец угадал, а поэтому крокодил должен вернуть ребенка. Если крокодил собирался возвращать, то отец не угадал. Но если в этом случае крокодил заберет ребенка, то выходит, что отец все-таки угадал и ребенка надо вернуть. 

Задача 3
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. Указания. Миссионер должен сказать:"Вы меня сварите". В этом случае его не могут зажарить, так как если зажарить, то высказывание окажется ложным, и миссионера должны сварить. Его также не могут сварить, так как если сварят, то высказывание окажется истинным, и миссионера должны зажарить. 
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