08-01-03. Задачи о взвешиваниях
1. Выделение одним взвешиванием легкой фальшивой монеты из трех монет. 
Пусть у нас имеются чашечные весы без гирь и три монеты, из которых одна легче остальных. Можно ли за одно взвешивание определить самую легкую монету? 

Возьмем любые две монеты и положим на разные чашки весов. Если весы находятся в равновесии, то оставшаяся монета самая легкая. Если же весы не находятся в равновесии, то ясно, на какой чашке весом находится самая легкая монета. 

Выделение двумя взвешиваниями одной легкой фальшивой монеты из девяти монет. Рассмотрим теперь более сложную задачу. Пусть теперь у нас девять монет, из которых одна легче остальных. В этом случае достаточно двух взвешиваний, чтобы определить легкую монету. При первом взвешивании положим на каждую чашку весов по три монеты. Если одна из чашек окажется легче, то легкая монета окажется среди трех монет, лежащих на этой чашке. Тогда, как в предыдущей задаче, достаточно еще одного взвешивания, чтобы среди них выделить легкую монету. Если же при первом взвешивании чашки весов находятся в равновесии, то легкая монета находится среди трех монет, не лежащих на весах. Для ее определения опять-таки достаточно одного взвешивания. 

Заметим, что при решении этой более трудной задачи мы по существу воспользовались решением исходной задачи, только вместо трех монет участвовали три кучки из монет. Далее, определив кучку с более легкой монетой, мы опять воспользовались решением исходной задачи. 

2. Выделение за два взвешивания фальшивой монеты из трех монет, когда известно только то, что фальшивая монета по весу отличается от остальных.
Пусть у нас имеются чашечные весы без гирь и 3 монеты, из которых одна фальшивая отличается по весу от всех остальных, но неизвестно, легче или тяжелее эта монета. Как за два взвешивания определить фальшивую монету? 

Присвоим для удобства монетам номера 1,2,3. Возьмем монеты 1 и 2 и положим на разные чашки весов. Если весы находятся в равновесии, то оставшаяся монета 3 – фальшивая. Сравнив ее любой из монет 1 или 2, определим, легче она или тяжелей. 

Если же весы не находятся в равновесии, например, монета 1 легче монеты 2, то оставшаяся монета 3 правильная. Вторым взвешиванием сравним монету 3, например, с более легкой монетой 1. Если эти монеты окажутся равными по весу, то фальшивой является более тяжелая монета 2. Если монета 1 легче монеты 3, то фальшивой является более легкая монета 1. 

3. Пусть имеются 12 монет, из которых одна фальшивая отличается по весу от всех остальных, но неизвестно, легче или тяжелее эта монета. Как за четыре взвешивания определить фальшивую монету? 

Для решения составим три группы монет по четыре монеты. Одну из этих групп, содержащую фальшивую монету, можно назвать "фальшивой". Какая из этих групп "фальшивая", можно, как в предыдущей задаче (роль монет теперь играют группы монет), определить за два взвешивания; более того, мы даже определяем, легче или тяжелее "фальшивая" группа, а, следовательно, и фальшивая монета. Положим для определенности, что фальшивая монета легче остальных. 

Теперь из четырех монет с помощью оставшихся двух взвешиваний нужно определить более легкую. Положив на чашки весов по две монеты, определим, среди каких двух монет находится фальшивая, и следующим взвешиванием выделим из них фальшивую. 

4. Оказывается, что из 12 монет, среди которых имеется одна фальшивая, отличающаяся по весу от всех остальных, удается выделить фальшивую монету с помощью всего трех взвешиваний. 
Присвоим монетам номера от 1 до 12. Положим на одну чашку весов монеты 1, 2, 3, 4, а на другую чашку — монеты 5, 6, 7, 8. 

Случай I. Весы находятся в равновесии. Тогда монеты с номерами от 1 до 8 – правильные, а фальшивая находится среди монет 9, 10, 11, 12. 

При втором взвешивании положим на одну чашку весов монеты 1, 2, 3 (правильные), а на другую — монеты 9, 10, 11. 

Если весы находятся в равновесии – запишем это в виде 


m1 + m2 + m3 = m9 +m10 + m11,
то фальшивой является монета 12, и третьим взвешиванием, сравнив ее с любой правильной монетой, например, с монетой 1, определим, легче или тяжелее она остальных. 

Если левая чашка легче правой, то есть 


m1 + m2 + m3 < m9 +m10 +m11 ,
то фальшивая монета более тяжелая и находится на правой чашке среди монет 9, 10, 11. Третьим взвешиванием среди этих трех монет находим самую тяжелую. 

Если левая чашка тяжелее правой, то есть 


m1 + m2 + m3 > m9 +m10 +m11 ,
то фальшивая монета более легкая и находится на правой чашке среди монет 9, 10, 11. Третьим взвешиванием среди этих трех монет находим самую легкую. 

Случай II. Весы не находятся в равновесии. Положим для определенности, что 


m1 + m2 + m3 + m4< m5 +m6 +m7 + m8,
Оставшиеся монеты с номерами 9,10,11,12 –правильные. 

При втором взвешивании положим на одну чашку весов монеты 3,4,5,6, а на другую — монеты 8,9,10,11. 

1) Пусть m3 + m4 + m5 + m6 = m8 +m9 +m10 + m11. Тогда монеты 3,4,5,6,8 (а также монеты 9,10,11, 12) — правильные, а фальшивая монета находится среди монет 1, 2, 7. Третьим взвешиванием сравним монеты 1 и 2. Если m1 = m2, то фальшивая монета 7, и она тяжелее. Если монеты 1 и 2 не равны, то фальшивой является та из них, которая легче. 

2) Пусть m3 + m4 + m5 + m6 > m8 +m9 +m10 + m11. В этом случае возникают два варианта: либо монета 8 — фальшивая, и тогда она тяжелее остальных; либо монета 8 — правильная, и тогда фальшивая монета легче остальных, поэтому она не может находиться среди монет 5 и 6 (по результатам первого взвешивания какая-то из них могла быть только тяжелее), и фальшивая монета находится среди монет 3 и 4. 

Третьим взвешиванием сравниваем монеты 3 и 4. Если они равны, то реализуется первый вариант, и фальшивая монета номер 8 более тяжелая; если монеты 3 и 4 не равны, то фальшивая та из них, которая легче. 

3) Пусть m3 + m4 + m5 + m6 < m8 +m9 +m10 + m11. В этом случае рассуждения аналогичны предыдущим, только неравенства меняются на противоположные. 
5. Задача о выявлении одним взвешиванием фальшивомонетчика из десяти подданных, если известно, что настоящие монеты по 10 граммов, а фальшивые – по 9 граммов.

Рассмотрим задачу на взвешивание другого типа, теперь уже с использованием гирь. 

Десять подданных султана принесли своему господину по 10 золотых монет, каждая из которых должна весить по 10 граммов. Однако среди этих подданных есть один обманщик, монеты которого весят по 9 граммов. Как, мудрому султану одним взвешиванием, узнать, кто из подданных обманщик? 

Вот как он мог рассуждать: "Возьмем 1 монету из принесенных 1-м подданным, 2 монеты из принесенных 2-м подданным, 3 монеты из принесенных 3-м подданным, и так далее до 10-го подданного. Если бы все монеты весили одинаково, то общий вес монет составлял бы 
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 граммов. 

Если обманщиком является, например, восьмой подданный, то из его монет я взял для взвешивания 8 штук, их общий вес на 8 граммов меньше правильного веса. Тогда вместо 550 граммов я получу 
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 грамма". Таким способом по разнице между 550 граммами и весом выбранных монет султан может определить обманщика. 

Контрольные вопросы

1. Какие свойства сравнения чисел вы знаете?
2. Какие свойства равенства чисел вы знаете?
  Задачи и упражнения

1. Как из 6 монет, одна из которых легче остальных, с помощью двух взвешиваний определить самую легкую? 

2. Как из 25 монет, одна из которых легче остальных, с помощью трех взвешиваний определить самую легкую? 

3. Как из 26 монет, одна из которых легче остальных, с помощью трех взвешиваний определить самую легкую? 

4. В куче лежат 100 одинаковых настоящих монет и одна фальшивая, отличающаяся от настоящих по весу. Как с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь выяснить, легче или тяжелее фальшивая монета, чем настоящая? 

5. Сколькими взвешиваниями среди 8 монет можно определить фальшивую, если неизвестно, легче или тяжелее она остальных монет? 
Ответы и указания

Задача 1. Указание. Разделим монеты на две группы по 3 монеты и сравним вес этих групп. Фальшивая монета содержится в более легкой группе и выделяется после этого за одно взвешивание. 

Задача 2. Указание. Можно выделить две группы по 8 монет и сравнить их вес. В случае равновесия задача сводится к определению за два взвешивания легкой фальшивой монеты из 9 монет. Если равновесия нет, то задача сводится к определению за два взвешивания легкой фальшивой монеты из 8 монет. 

Задача 3. Указание. В этом случае следует выделить две группы по 9 монет и сравнить их вес. 

Задача 4. Указание. Выделим две группы с одинаковым числом монет, где в каждой группе от 26 до 33 монет, и сравним их вес. Например, пусть выделены две группы по 30 монет. Если вес этих групп одинаков, то мы имеем 60 настоящих монет. После этого оставшиеся 41 монету кладем на одну чашку весов, а на другую — 41 монету из числа настоящих. Если при первом взвешивании равновесия нет, то все оставшиеся монеты настоящие, причем их больше 30. В этом случае оставляем на весах одну из взвешиваемых групп, а на другую чашку весов положим 30 монет из числа настоящих. 

Задача 5. Указания. В этих условиях выделить фальшивую монету за два взвешивания не удается даже из четырех монет. Выделить за три взвешивания — это упрощенный вариант задачи из п. 3.4. Занумеруем монеты числами от 1 до 8 и вес монеты с номером 
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 обозначим 
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Если 
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, то фальшивая монета либо 7, либо 8. Вторым взвешиванием сравниваем 
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, то фальшивая монета определена. Если 
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, то третьим взвешиванием сравниваем 
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 и определяем, легче фальшивая монета настоящей или тяжелее. 

Если 
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, то вторым взвешиванием сравниваем 
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. Если они равны, то фальшивая монета либо 5, либо 6, причем тяжелее настоящей. Поэтому третьим взвешиванием сравниваем 
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 и определяем фальшивую монету. Если 
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, то фальшивая монета либо 1, либо 2, причем легче настоящей. Поэтому третьим взвешиванием сравниваем 
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 и определяем фальшивую монету. Если 
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, то либо фальшивая монета 3 и легче настоящей, либо фальшивая монета 4 и тяжелее настоящей. Поэтому перед взвешиванием сравниваем настоящую монету или с третьей, или с четвертой. 

Если 
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, то рассуждения аналогичны только что рассмотренным. 
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