08-03-02. Квадратный корень и его свойства
1. С понятием квадратного корня нам уже приходилось встречаться ранее. 

Квадратным корнем из числа 
[image: image1.wmf]b

 называется всякое число 
[image: image2.wmf]a

, квадрат которого равен 
[image: image3.wmf]b

. 
Это же самое определение можно высказать по- другому: квадратным корнем из числа 
[image: image4.wmf]b

 называется всякое решение уравнения 
[image: image5.wmf]2
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. Главная цель настоящего параграфа — детальное изучение этого уравнения. Мы выясним, при каких условиях оно имеет решения, сколько может быть этих решений и какими свойствами они обладают. 

График квадратичной функции 
[image: image6.wmf]2
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 может подсказать ответы на все поставленные вопросы. Построим в координатной плоскости прямую с уравнением 
[image: image7.wmf]=

yb

 и предположим, что эта прямая пересекает параболу 
[image: image8.wmf]2
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 в какой-нибудь точке 
[image: image9.wmf]00
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. Координаты точки пересечения удовлетворяют как уравнению прямой, так и уравнению параболы: 
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Отсюда вытекает, что 
[image: image11.wmf]2
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. Следовательно, абсцисса любой точки пересечения параболы и прямой 
[image: image12.wmf]=
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 является квадратным корнем из числа 
[image: image13.wmf]b

. 

2. Рассматривая всевозможные варианты взаимного расположения параболы и горизонтальных прямых, нетрудно выделить три случая. 

1. Пусть 
[image: image14.wmf]0
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, тогда прямая 
[image: image15.wmf]1
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 с уравнением 
[image: image16.wmf]=

yb

 целиком лежит в верхней полуплоскости и пересекает параболу 
[image: image17.wmf]2
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 в двух точках, как на рисунке 1. 

В силу симметрии абсциссы точек пересечения будут равны по модулю, но противоположны по знаку. Значит, 
из всякого положительного числа можно извлечь ровно два квадратных корня; их модули одинаковы, а знаки различны. 
2. В случае 
[image: image18.wmf]0
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 прямая 
[image: image19.wmf]2

l

 с уравнением 
[image: image20.wmf]0

=

y

 совпадает с осью абсцисс. Такая прямая имеет с параболой единственную общую точку — вершину. Следовательно, 
единственным квадратным корнем из нуля является число нуль. 
3. Наконец, при 
[image: image21.wmf]0
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 прямая 
[image: image22.wmf]3
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 с уравнением 
[image: image23.wmf]=
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 целиком расположена в нижней полуплоскости и не имеет с параболой ни одной общей точки. Поэтому 
из всякого отрицательного числа невозможно извлечь ни одного действительного квадратного корня. 
Разумеется, все эти заключения сделаны лишь на основе наглядных соображений и не могут пока считаться строго обоснованными. Доказательство еще впереди. Тем не менее, наши наблюдения показывают, какие именно свойства квадратных корней придется доказывать. 

3.* Поясним подробнее, почему правдоподобные рассуждения в предыдущем пункте с использованием чертежа, не могут служить доказательством существования квадратных корней из положительных чисел, Дело в том, что эти рассуждения существенно опираются на непрерывность графика квадратичной функции. 
Если бы парабола изображалась разрывной линией, например, имела дырки как на рисунке 2, то при некоторых положительных значениях 
[image: image24.wmf]b

 она могла бы вовсе не пересекаться с прямой 
[image: image25.wmf]=
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. А ведь непрерывность параболы нигде пока не была доказана! Следовательно, соображения из пункта 2.2. хотя и наглядны, но вовсе не очевидны. 

Конечно, на самом деле парабола – непрерывная линия. Поэтому с ней обязательно будут пересекаться любые горизонтальные прямые, расположенные в верхней полуплоскости. Но строгое обоснование этого утверждения мы сможем привести только в старший классах. Сейчас же примем без доказательства, что квадратные корни из любых положительных чисел действительно существуют. 

4. Докажем, что из положительного числа 
[image: image26.wmf]b

 можно извлечь не более одного положительного квадратного корня. 

Пусть 
[image: image27.wmf]1
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 — положительный корень из 
[image: image28.wmf]b

, то есть 
[image: image29.wmf]2
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. Достаточно установить, что никакое другое положительное число 
[image: image30.wmf]x

 квадратным корнем из 
[image: image31.wmf]b

 не является. Это сразу вытекает из монотонности квадратичной функции для положительных значений аргумента: если 
[image: image32.wmf]1
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, то 
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; если же 
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, то 
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. В обоих случаях 
[image: image36.wmf]2
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 и, значит, 
[image: image37.wmf]x

 не будет квадратным корнем. 

В силу симметрии параболы отрицательных корней из 
[image: image38.wmf]b

 также не может быть более одного. В самом деле, пусть 
[image: image39.wmf]2
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 — отрицательный корень из 
[image: image40.wmf]b

. Так как 
[image: image41.wmf]22
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, то 
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 является положительным корнем из 
[image: image43.wmf]b

. Но положительный корень единственный — это 
[image: image44.wmf]1
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. Следовательно, 
[image: image45.wmf]21
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 и никаких других отрицательных корней из числа 
[image: image46.wmf]b

, кроме 
[image: image47.wmf]1
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, не бывает. 

Пример 1. Квадратными корнями из числа 100 являются числа 10 и -10. Действительно, 
[image: image48.wmf]2
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Итак, мы обосновали первое утверждение пункта 2. Чтобы рассмотреть два оставшихся, обратимся к свойству неотрицательности квадратичной функции. Согласно этому свойству значение 
[image: image50.wmf]2
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 при всех ненулевых 
[image: image51.wmf]x

 положительно. Поэтому равенство 
[image: image52.wmf]2
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 выполняется только при 
[image: image53.wmf]0
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, а равенство 
[image: image54.wmf]2
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 для отрицательных 
[image: image55.wmf]b

 не выполняется никогда. Значит, единственным квадратным корнем из нуля является нуль, а действительных квадратных корней из отрицательных чисел вообще не существует. 

5. Арифметический квадратный корень. 
Подводя итог изложенному в предыдущих пунктах, сформулируем следующее определение. 

Для каждого неотрицательного числа 
[image: image56.wmf]b

 существует единственное неотрицательное число 
[image: image57.wmf]a

, удовлетворяющее уравнению 
[image: image58.wmf]2
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. Это число 
[image: image59.wmf]a

 называется арифметическим квадратным корнем из 
[image: image60.wmf]b

 и обозначается через 
[image: image61.wmf]b

. 

Знак корня называется радикалом. Он является измененной формой первой буквы латинского слова 
[image: image62.wmf]radix

 — корень. 

Пример 2.
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Пример 3. 
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Пример 4.
[image: image69.wmf]00121011
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, так как 
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Пример 5.
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(5)255

-==

, так как 
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[image: image74.wmf]22
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6. Установим основные свойства арифметических квадратных корней. 

Свойство 1. Для любого действительного числа 
[image: image75.wmf]a

 справедливо равенство 



[image: image76.wmf]2
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Доказательство. В самом деле, абсолютная величина 
[image: image77.wmf]||
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 любого числа 
[image: image78.wmf]a

 неотрицательна: 
[image: image79.wmf]0
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. С другой стороны, 
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Значит, по определению арифметического квадратного корня 
[image: image81.wmf]2
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Пример 6.
[image: image82.wmf]2
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Свойство 2. Для любых неотрицательных чисел 
[image: image83.wmf]a

 и 
[image: image84.wmf]b

 выполняется 
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Доказательство. По определению имеем 



[image: image86.wmf]22
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следовательно, 
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Так как произведение 
[image: image88.wmf]×
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 неотрицательно, то оно удовлетворяет определению арифметического квадратного корня из 
[image: image89.wmf]ab

. Поэтому 
[image: image90.wmf]=×
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, что и требовалось доказать. 

Пример 7.
[image: image91.wmf]2
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Свойство 3. Для любого положительного числа 
[image: image92.wmf]a

 и целого 
[image: image93.wmf]m

 справедлива формула 



[image: image94.wmf]()

=.

mm

aa


Доказательство. Возведем в квадрат выражение 
[image: image95.wmf]()
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. На основании свойств степеней с целыми показателями получим 
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Так как число 
[image: image97.wmf]()
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 положительно, то оно будет квадратным корнем из 
[image: image98.wmf]m
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. Свойство доказано. 

Свойство 4. Пусть 
[image: image99.wmf]0
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Доказательство. По определению квадратного корня имеем 



[image: image101.wmf]22
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Разность 
[image: image102.wmf]-
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 положительна по условию. Положительна также и сумма 
[image: image103.wmf]()
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. Но тогда должен быть положительным первый сомножитель в разложении 
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Следовательно, 
[image: image105.wmf]>
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, что и требовалось доказать. 

Пример 8. Оценим значение 
[image: image106.wmf]33

. Сравнивая число 33 с квадратами натуральных чисел, легко получить неравенство 
[image: image107.wmf]22
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. Отсюда и из свойства 4 вытекают соотношения 
[image: image108.wmf]22
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. Значит, 
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7.** Иррациональность числа, квадрат которого равен 2.
Как мы уже видели квадратный корень из целого числа не обязан быть целым. Более того, корень из целого числа может вообще оказаться иррациональным. Свыше двух тысяч лет назад древнегреческими математиками было доказано, что не существует рационального числа, квадрат которого равен 2. Приведем это замечательное доказательство. 

Предположим, что число 
[image: image110.wmf]2
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 рационально. Представим его в виде несократимой дроби 
[image: image111.wmf]=
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, где 
[image: image112.wmf]p

 и 
[image: image113.wmf]q

 –взаимно простые натуральные числа. По определению квадратного корня имеем 
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Умножив последнее равенство на 
[image: image115.wmf]2
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, получим 
[image: image116.wmf]22
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. Следовательно, число 
[image: image117.wmf]2
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 четно. Но тогда 
[image: image118.wmf]p

 также четно и его можно записать в виде 
[image: image119.wmf]2
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, где 
[image: image120.wmf]n

 — некоторое натуральное число. 

Подставив 
[image: image121.wmf]2
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 в формулу 
[image: image122.wmf]22
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. Видно, что 
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 — тоже четные числа. Значит 
[image: image127.wmf]2
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, где 
[image: image128.wmf]m

 — некоторое натуральное число. 

Таким образом, 
[image: image129.wmf]2
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 и 
[image: image130.wmf]2
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, то есть 
[image: image131.wmf]p

 и 
[image: image132.wmf]q

 имеют отличный от единицы общий делитель 2. Но этого не может быть, так как они взаимно просты! Получилось противоречие, к которому привела гипотеза о рациональности числа 
[image: image133.wmf]2

. Следовательно, это число нерационально. 

8.* Построение циркулем и линейкой отрезка длины 
[image: image134.wmf]b

 по отрезкам длиной l и b.
На рисунке 3 изображена числовая прямая 
[image: image135.wmf]l

, на которой отмечено начало отсчета 
[image: image136.wmf]O

, единичный отрезок 
[image: image137.wmf]OE

 и произвольная точка 
[image: image138.wmf]B

 с положительной координатой 
[image: image139.wmf]b

. Покажем как с помощью циркуля и линейки построить точку 
[image: image140.wmf]M

, координата которой равна 
[image: image141.wmf]b
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В случае 
[image: image142.wmf]1
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 координата точки 
[image: image143.wmf]M

 равна 
[image: image144.wmf]1

 . Значит, 
[image: image145.wmf]M

 совпадает с 
[image: image146.wmf]B

, и построение делать вообще не нужно. 

Пусть 
[image: image147.wmf]1
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. Проведем через точку 
[image: image148.wmf]E

 прямую 
[image: image149.wmf]m

, перпендикулярную 
[image: image150.wmf]l

. Отложим от точки 
[image: image151.wmf]O

 единичный отрезок 
[image: image152.wmf]OF

 в отрицательном направлении, а затем постоим окружность радиуса 
[image: image153.wmf]BF

 с центром в точке 
[image: image154.wmf]B

. 

Обозначим через 
[image: image155.wmf]N

 точку пересечения этой окружности с прямой 
[image: image156.wmf]m

, как на рисунке 4, и вычислим длину отрезка 
[image: image157.wmf]EN

. Треугольник 
[image: image158.wmf]EBN

 прямоугольный по построению. Его катет 
[image: image159.wmf]BE

 равен 
[image: image160.wmf]1
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, а гипотенуза 
[image: image161.wmf]BN

 равна 
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Следовательно, 
[image: image165.wmf]2
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Теперь для построения 
[image: image166.wmf]M

 достаточно отложить а прямой 
[image: image167.wmf]l

 в положительном направлении от точки 
[image: image168.wmf]O

 отрезок, равный 
[image: image169.wmf]EN

, и найти его середину любым из известных способов. Координата этой середины как раз равняется 
[image: image170.wmf]2
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Контрольные вопросы 

1. Сколько решений имеет уравнение 
[image: image171.wmf]2
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, если: 
[image: image172.wmf]0
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2. Сколько общих точек имеют парабола 
[image: image175.wmf]2
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 и прямая 
[image: image176.wmf]=
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, если: 
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[image: image179.wmf]0

=

b

? 

3. Что называется квадратным корнем из неотрицательного числа? 

4. Сколько различных квадратных корней можно извлечь из положительного числа? 

5. Чему равен квадратный корень из нуля? 

6. В каком случае из числа нельзя извлечь действительный квадратный корень? 

7. Что называется арифметическим квадратным корнем? 

8. Как обозначается арифметический квадратный корень из неотрицательного числа 
[image: image180.wmf]b

? 

9. Чем отличаются арифметический квадратный корень и квадратный корень? 

10. Что называется модулем действительного числа? 

11. Как доказать, что 
[image: image181.wmf]2
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12. Как доказать, что 
[image: image182.wmf]=×
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 для любых неотрицательных 
[image: image183.wmf]a

 и 
[image: image184.wmf]b
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13. Как доказать, что 
[image: image185.wmf]()
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 при всяком положительном 
[image: image186.wmf]a

? 

14. Как доказать, что 
[image: image187.wmf]>
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, если 
[image: image188.wmf]0
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15. Какие числа называются рациональными? 

16. Как вы понимаете фразу «число 
[image: image189.wmf]a

 иррационально»? 

17.** Докажите иррациональность квадратных корней из 2; 3; 5; 11. 

18.** Как построить отрезок длины 
[image: image190.wmf]b

, если заданы отрезки длины 
[image: image191.wmf]b

 и 1? 

Задачи и упражнения

1. Найдите все действительные решения уравнений 
[image: image192.wmf]2
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4

=

x

; 
[image: image194.wmf]2

9

=

x

; 
[image: image195.wmf]2

121

=

x

; 
[image: image196.wmf]2

3

=

x

; 
[image: image197.wmf]2

7

=

x

; 
[image: image198.wmf]2

0

=

x

; 
[image: image199.wmf]2

1

=-

x

; 
[image: image200.wmf]2

25

=-

x

. 
2. Найдите точки пересечения параболы 
[image: image201.wmf]2

=

yx

 и прямой: 
[image: image202.wmf]16

=

y

; 
[image: image203.wmf]17

=

y

; 
[image: image204.wmf]27

=

y

; 
[image: image205.wmf]3

=-

y

; 
[image: image206.wmf]0

=

y

; 
[image: image207.wmf]12

=-

y

. 
3. Найдите все действительные корни из чисел:1; 36; 9; 0,25; 0,04; 
[image: image208.wmf]4

49

; 
[image: image209.wmf]3

12

; 3; 28; 0; -4; -5,2. 
4. Найдите:
[image: image210.wmf]1

; 
[image: image211.wmf]4

; 
[image: image212.wmf]9

; 
[image: image213.wmf]8

50

; 
[image: image214.wmf]2

(12)

+

; 
[image: image215.wmf]2

(7)

-

; 
[image: image216.wmf]2

(3)

-

; 
[image: image217.wmf]2

(12)

-

. 
5. Найдите все действительные решения уравнений 
[image: image218.wmf]2

25

=

x

; 
[image: image219.wmf]2

17

=

x

; 
[image: image220.wmf]2

31

=

x

; 
[image: image221.wmf]2

16

9

=

x

; 
[image: image222.wmf]22

(14)

=-

x

; 
[image: image223.wmf]22

(15)

=-

x

. 
6. Найдите все положительные решения уравнений 
[image: image224.wmf]2

9

=

x

;
[image: image225.wmf]2

8

=

x

; 
[image: image226.wmf]2

016

=,

x

; 
[image: image227.wmf]2

25

=-

x

; 
[image: image228.wmf]2

0

=

x

; 
[image: image229.wmf]22

(13)

=+

x

; 
[image: image230.wmf]22

(13)

=-

x

. 
7. Найдите все отрицательные решения уравнений 
[image: image231.wmf]2

4

=

x

; 
[image: image232.wmf]2

49

=

x

; 
[image: image233.wmf]2

064

=,

x

; 
[image: image234.wmf]2

15

=

x

; 
[image: image235.wmf]2

6

=-

x

; 
[image: image236.wmf]22

(17)

=+

x

; 
[image: image237.wmf]22

(17)

=-

x

. 
8. Найдите арифметические корни из чисел: 

64; 2,25; 
[image: image238.wmf]72

; 
[image: image239.wmf]1222322

++=+

; 
[image: image240.wmf]1222322

-+=-

. 
9.* Сколько различных действительных корней в зависимости от значений параметра 
[image: image241.wmf]b

 может иметь уравнение: 

а) 
[image: image242.wmf]2

=

xb

; б) 
[image: image243.wmf]2

2

=+

xb

; в) 
[image: image244.wmf]2

4

=-

xb

; 

г) 
[image: image245.wmf]22

=

xb

; д) 
[image: image246.wmf]22

1

=+

xb

; е) 
[image: image247.wmf]22

1

=-

xb

? 
10.** Докажите иррациональность чисел: 


[image: image248.wmf]3

; 
[image: image249.wmf]5

; 
[image: image250.wmf]7

; 
[image: image251.wmf]8

; 
[image: image252.wmf]17

; 
[image: image253.wmf]24

. 
11.** Докажите иррациональность чисел: 


[image: image254.wmf]23

+

; 
[image: image255.wmf]25

+

; 
[image: image256.wmf]37

+

; 
[image: image257.wmf]26

+

. 
12. Может ли сумма двух рациональных чисел быть иррациональным числом? 
13. Приведите пример двух иррациональных чисел, сумма которых рациональна. 
14. Может ли произведение двух рациональных чисел быть иррациональным числом? 
15. Приведите пример двух иррациональных чисел, произведение которых рационально. 
16.* Докажите, что если число 
[image: image258.wmf]a

 иррационально, то числа 
[image: image259.wmf]-

a

 и 
[image: image260.wmf]1

a

 тоже иррациональны. 
17. Между какими целыми числами лежит иррациональное число: 


[image: image261.wmf]2

; 
[image: image262.wmf]5

; 
[image: image263.wmf]12

; 
[image: image264.wmf]17

; 
[image: image265.wmf]35

; 
[image: image266.wmf]265

,

? 
18. Проверьте справедливость следующих неравенств: 

а) 
[image: image267.wmf]62457

,<<

; б) 
[image: image268.wmf]17318

,<<,

; 

в) 
[image: image269.wmf]14215

,<<,

; г) 
[image: image270.wmf]22523

,<<,

. 
19. Найдите с точностью до 0,1 арифметические квадратные корни из чисел: 6, 8, 11,. 
20. Найдите арифметические квадратные корни из произведений: 


[image: image271.wmf]49

×

; 
[image: image272.wmf]2564

×

; 
[image: image273.wmf]1004

×

; 
[image: image274.wmf]36121

×

; 
[image: image275.wmf]1649225

××

; 


[image: image276.wmf]161692525

×××

; 
[image: image277.wmf]02581

,×

; 
[image: image278.wmf]036001

,×,

. 
21. Найдите: 


[image: image279.wmf]2500

; 
[image: image280.wmf]4900

; 
[image: image281.wmf]640000

; 
[image: image282.wmf]810000

; 
[image: image283.wmf]00036

,

; 
[image: image284.wmf]0000016

,

. 
22. Найдите арифметические квадратные корни из чисел: 
[image: image285.wmf]81

49

; 
[image: image286.wmf]36

121

; 
[image: image287.wmf]1

4

6

; 
[image: image288.wmf]4

9

5

; 1,69; 
[image: image289.wmf]4

9

; 
[image: image290.wmf]6

2

. 
23. Какое из чисел больше: 
[image: image291.wmf]25

 или 
[image: image292.wmf]30

; 
[image: image293.wmf]10

 или 
[image: image294.wmf]32

; 
[image: image295.wmf]55

 или 72; 
[image: image296.wmf]72

 или 
[image: image297.wmf]90

? 
24. Упростите выражение: 

а) 
[image: image298.wmf]32618

+-

; б) 
[image: image299.wmf]45235

--

; 

в) 
[image: image300.wmf]431248

--

; г) 
[image: image301.wmf]50020105

+-

. 
25. Дан отрезок длины 2 см. Как при помощи циркуля и линейки построить отрезки длины 
[image: image302.wmf]2

 и 
[image: image303.wmf]6

 см? 
26. Как при помощи циркуля и линейки построить отрезки длины 
[image: image304.wmf]12

+

 и 
[image: image305.wmf]12

+

, если задан единичный отрезок? 
27. Дан квадрат. Как при помощи циркуля и линейки построить квадрат, площадь которого больше площади данного: в 4 раза; в 2 раза; в 7 раз; в 5 раз?
Ответы и указания

Задача 11. Докажите иррациональность чисел: 
а) 
[image: image306.wmf]23

+

; б) 
[image: image307.wmf]25

+

; в) 
[image: image308.wmf]37

+

; г) 
[image: image309.wmf]26

+

. 

Указания. а) Если 
[image: image310.wmf]23

+

 — число рациональное, то рациональным будет и его квадрат 
[image: image311.wmf]2

(23)2263

+=++

, но тогда рациональным будет и число 
[image: image312.wmf]26

 и число 
[image: image313.wmf]6

, что противоречит ответу на открытый вопрос к п. 2.7. 

В остальных пунктах этой задачи решения аналогичны. 

Задача 13. Приведите пример двух иррациональных чисел, сумма которых рациональна. 

Указание. Один из вариантов ответа: 
[image: image314.wmf]21

+

 и 
[image: image315.wmf]12

-

. 

Задача 25. Дан отрезок длины 
[image: image316.wmf]2

 см. Как при помощи циркуля и линейки построить отрезки длины 
[image: image317.wmf]2

 см и 
[image: image318.wmf]6

 см? 

Указание. Разделим отрезок длины 2 пополам, затем построим квадрат со стороной 1, его диагональ будет иметь длину 
[image: image319.wmf]2

. Построим теперь прямоугольный треугольник с катетами 2 и 
[image: image320.wmf]2

. Гипотенуза этого прямоугольного треугольника будет иметь длину 
[image: image321.wmf]22

2(2)6

+=

, в силу теоремы Пифагора. 

Задача 26. Как при помощи циркуля и линейки построить отрезки длины 
[image: image322.wmf]12

+

 и 
[image: image323.wmf]12

+

, если задан единичный отрезок? 

Указание. Построение отрезка, длина которого равна 
[image: image324.wmf]2

, приведено в указании к задаче 25. Поэтому можно предполагать, что построен отрезок 
[image: image325.wmf]12

+

, который имеет длину, большую 1. Проведя рассуждения п. 2.8
[image: image326.wmf]*

 при 
[image: image327.wmf]12

a

=+

, получим построение отрезка 
[image: image328.wmf]12

+

. 

Задача 27. Дан квадрат. Как при помощи циркуля и линейки построить квадрат, площадь которого больше площади данного: а) в 
[image: image329.wmf]4

 раза; б) в 
[image: image330.wmf]2

 раза; в) в 
[image: image331.wmf]7

 раз; г) в 
[image: image332.wmf]5

 раз? 

Указание. Не ограничивая общности будем полагать, что сторона квадрата равна 1. Пусть теперь для некоторого натурального числа 
[image: image333.wmf]n

 построен отрезок длины 
[image: image334.wmf]n

, тогда площадь квадрата со стороной равной 
[image: image335.wmf]n

 будет в 
[image: image336.wmf]n

 раз больше площади первоначального квадрата. В то же время, если построить прямоугольный треугольник с катетами 1 и 
[image: image337.wmf]n

, то гипотенуза этого прямоугольного треугольника будет иметь длину 
[image: image338.wmf]2

1()

n

+



EMBED Equation.DSMT4[image: image339.wmf]1

n

=+

. Отсюда следует решение всех пунктов задачи. 
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