08-03-03. Квадратное уравнение и его корни
1. При решении самых разнообразных задач возникают уравнения, содержащие квадрат искомой величины. Рассмотрим, например, такую задачу. 

Катер спустился вниз по течению реки на 9 км, а затем повернул обратно и вернулся к причалу через 4 часа после отправления. Какова скорость катера в стоячей воде, если скорость течения реки равна 3 км/час? 

Обозначим через 
[image: image1.wmf]x

 скорость катера в стоячей воде, измеряемую в км/час. Тогда вниз по течению катер плыл 9:
[image: image2.wmf](3)
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 часа, а возвращался обратно 9:
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 часа. Так как на весь путь было затрачено 4 часа, то 
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Умножив обе части этого равенства на 
[image: image5.wmf](3)(3)
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 и раскрыв скобки, находим 
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или 
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Получилось уравнение вида 
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где 
[image: image10.wmf]a

, 
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 и 
[image: image12.wmf]c

 — постоянные коэффициенты, причем 
[image: image13.wmf]0
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. Такие уравнения называются квадратными. Цель настоящего параграфа – вывести формулы для корней квадратного уравнения. 

2. Простейшее квадратное уравнение вида 
[image: image14.wmf]2
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 уже встречалось нам в предыдущем параграфе. Было показано, что число действительных корней этого уравнения зависит от знака 
[image: image15.wmf]d
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​​— при 
[image: image16.wmf]0
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 имеется два решения 
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 и 
[image: image18.wmf]2

=-

xd
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— при 
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 единственным решением является 
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— при 
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 действительных решений не существует. 

Общее квадратное уравнение можно решить, преобразовав его к простейшему виду. Покажем на примерах, как это делается. 

Пример 1. Решим уравнение 
[image: image22.wmf]2
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. Если через 
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 обозначить разность 
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, то для 
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 получится простейшее уравнение 
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. Его решениями являются 
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. Следовательно, имеются две возможности: либо 
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, либо 
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. Первому случаю соответствует корень 
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, а второму –корень 
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. Других вещественных корней данное уравнение не имеет. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение 
[image: image33.wmf]2
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. Прибавив к обеим его частям по единице, получим 
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или 
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Снова положим 
[image: image36.wmf]1
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 и придем к простейшему уравнению 
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 с корнями 
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. Таким образом, решениями исходного уравнения являются числа 
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Пример 3. Пусть задано уравнение 
[image: image42.wmf]2
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. Запишем коэффициент при 
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 в виде 
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 и выполним следующие преобразования: 
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Далее рассуждаем как и в предыдущих примерах. Полагая 
[image: image49.wmf]3
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, получаем 
[image: image50.wmf]2
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. Следовательно, 
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3. Приведенное квадратное уравнение.
Перейдем к изучению общего квадратного уравнения 
[image: image55.wmf]2
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. Напомним, что 
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, поэтому обе части данного уравнения можно разделить на 
[image: image57.wmf]a

: 
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Если обозначить 
[image: image59.wmf]b
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 через 
[image: image60.wmf]p

, а 
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 — через 
[image: image62.wmf]q

, то вместо общего квадратного уравнения получится более простое 
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в котором коэффициент при 
[image: image64.wmf]2
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 равняется единице. Такое уравнение называется приведенным. 

Рассмотренные в предыдущем пункте примеры подсказывают, какие преобразования нужно проделать, чтобы найти корни приведенного квадратного уравнения. Запишем коэффициент при 
[image: image65.wmf]x

 в виде 
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, а затем в левой части уравнения прибавим и вычтем величину 
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. В результате получим 
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Если теперь через 
[image: image71.wmf]z

 обозначить сумму 
[image: image72.wmf]2
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, то мы опять придем к простейшему квадратному уравнению 
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, в котором 
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Дальнейшие рассуждения зависят от знака 
[image: image75.wmf]d
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Первый случай. Пусть 
[image: image76.wmf]2
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, тогда уравнение 
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 имеет два различных действительных корня 
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[image: image79.wmf]2

=-

zd

. Соответствующие значения 
[image: image80.wmf]x

 равны 
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Обе эти формулы часто объединяют в одну 
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называемую формулой корней приведенного квадратного уравнения. Подразумевается, что первый корень получается при выборе знака плюс, а второй — при выборе знака минус перед радикалом в формуле (1). 

Второй случай. Если 
[image: image84.wmf]2
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, то уравнение 
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 имеет единственный корень 
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. Соответствующее значение 
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 вычисляется по формуле 
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Заметим, что это же самое значение получается и по формуле (1), так как 
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В данном случае знак перед радикалом не играет роли — корни 
[image: image90.wmf]1
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 и 
[image: image91.wmf]2
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 совпадают. Поэтому говорят, что при 
[image: image92.wmf]0
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 приведенное квадратное уравнение имеет два равных действительных корня. 
Третий случай. Пусть, наконец, 
[image: image93.wmf]2
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. Тогда уравнение 
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, а вместе с ним и уравнение 
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 не имеют действительных корней. 

4. Теперь мы легко завершим решение задачи о катере из пункта 1. Полученное там уравнение 
[image: image96.wmf]2
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По формуле (1) находим 
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Следовательно, 
[image: image99.wmf]915
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. Второй корень — посторонний, так как по смыслу задачи скорость катера не может быть отрицательной. Остается единственная возможность: 
[image: image101.wmf]6
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 км/час. 

Обратим внимание, что уравнение имеет два корня, в то время как задача - -только одно решение. Из двух корней пришлось выбирать тот, который не противоречит смыслу задачи. Такая ситуация часто возникает при решении многих практических задач. После нахождения корней квадратного уравнения необходимо выяснить, какой реальный смысл имеет каждый из них. В некоторых случаях сделать это совсем непросто. 

Рассмотрим, например, такую задачу. Даны квадрат и прямоугольник, одна сторона которого в два раза больше стороны квадрата, а вторая — на 6 см меньше. Площадь прямоугольника на 20 см
[image: image102.wmf]2

 меньше площади квадрата. Чему равна длина стороны квадрата? 

Изобразим квадрат и прямоугольник на рисунке 1 и обозначим через 
[image: image103.wmf]x

 длину стороны квадрата в сантиметрах. Тогда 
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Площади прямоугольника и квадрата будут равны соответственно 
[image: image106.wmf]2(6)
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 см
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 и 
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 см
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. По условию задачи имеем: 
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Решим получившееся квадратное уравнение. 
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Оба корня положительны, и может показаться, что задача имеет два решения. Однако, это не так. Если предположить, что длина стороны квадрата равна 2 см, то сторона 
[image: image116.wmf]AK

 прямоугольника окажется равной 
[image: image117.wmf]264
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 (см). Так как длина стороны прямоугольника не может выражаться отрицательным числом, то корень 
[image: image118.wmf]2
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 –посторонний. Он не имеет отношения к решению исходной геометрической задачи.
5.* Общее квадратное уравнение. Дискриминант. Формула корней квадратного уравнения.
Вернемся к общему квадратному уравнению 
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где 
[image: image120.wmf]0
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. Как мы уже видели ранее, уравнение (2) равносильно приведенному 
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в котором 
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Вычислим корни приведенного уравнения по формуле (1). Имеем 
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В знаменателе дроби 
[image: image124.wmf]d

 стоит положительное число 
[image: image125.wmf]2
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, поэтому ее знак совпадает со знаком числителя 
[image: image126.wmf]2
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Величина 
[image: image127.wmf]D

 называется дискриминантом уравнения (2). От знака дискриминанта зависит, сколько действительных корней имеет уравнение (2). 

Первый случай. Пусть 
[image: image128.wmf]0
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, Тогда 
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 также больше нуля. Следовательно, уравнение (3), а вместе с ним и (2), имеют по два действительных корня: 
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Отсюда при 
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 получаем 
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Если же 
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, то 
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Поменяв местами первый и второй корни для 
[image: image137.wmf]0

<

a

, все получившиеся формулы можно объединить в одной: 
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Это — общая формула для корней квадратного уравнения. 

Второй случай. Пусть 
[image: image139.wmf]0
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, тогда 
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 также равно нулю. Значит, уравнение (3) имеет два равных корня 
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Эти же числа являются корнями уравнения (2). Заметим, что найденные значения корней можно получить и из формулы (4), если положить в ней 
[image: image142.wmf]2
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. Таким образом, формула (4) дает все решения общего квадратного уравнения при 
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Третий случай. При 
[image: image144.wmf]0
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 значение 
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 также отрицательно. Следовательно, уравнения (3) и (2) вообще не имеют действительных корней. 

Контрольные вопросы

1. Какие действительные решения может иметь уравнение 
[image: image146.wmf]2
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 в зависимости от 
[image: image147.wmf]d
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2. Что такое квадратное уравнение? 

3. Что такое приведенное квадратное уравнение? 

4. Как найти корни уравнения 
[image: image148.wmf]2
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5. При каких 
[image: image149.wmf]p

 и 
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 уравнение 
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 имеет два различных действительных корня? 

6. При каких значениях 
[image: image152.wmf]p

 и 
[image: image153.wmf]q

 уравнение 
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 имеет один действительный корень? 

7. При каких 
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 и 
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 уравнение 
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 не имеет действительных корней? 

8.* Что называется дискриминантом общего квадратного уравнения 
[image: image158.wmf]2
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9.* По какой формуле вычисляются корни общего квадратного уравнения? 

Задачи и упражнения

1. Решить уравнения: 
[image: image159.wmf]2
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2. При каких значениях параметров 
[image: image165.wmf]a

 и 
[image: image166.wmf]b

 следующие уравнения имеют решения: 

а) 
[image: image167.wmf]222

0

-=

axb

; б) 
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3. Выделяя полный квадрат двучлена, решить уравнения 

а) 
[image: image169.wmf]2
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ж) 
[image: image175.wmf]2
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4. При каких значениях 
[image: image176.wmf]x

 выражение 
[image: image177.wmf]2

710

++

xx

 а) обращается в нуль; б) равняется 4? в) может ли данное выражение принимать значение -1? 
5. Решить уравнения: 

а) 
[image: image178.wmf]2
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д) 
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[image: image183.wmf]2

31160

++=

xx

. 

6. Высота прямоугольника составляет 75% его основания. Найти периметр прямоугольника, если его площадь равна 48 м
[image: image184.wmf]2

. 
7. От листа жести, имеющего форму квадрата, отрезали полосу шириной 3 см. Площадь оставшейся части листа равна 10 см. Определить первоначальные размеры листа. 
8. Решить квадратные уравнения: 

а) 
[image: image185.wmf]2
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; б) 
[image: image186.wmf]2
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; 

в) 
[image: image187.wmf]2
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; г) 
[image: image188.wmf]2
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; 

д) 
[image: image189.wmf]2
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; е) 
[image: image190.wmf]2
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xx

. 
9. Доказать, что квадратные уравнения 

а) 
[image: image191.wmf]2

10

-+=

xx

; б) 
[image: image192.wmf]2
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; в) 
[image: image193.wmf]2
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++=
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не имеют действительных корней. 
10.* При каких значениях параметра 
[image: image194.wmf]a

 уравнение 

а) 
[image: image195.wmf]2
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; б) 
[image: image196.wmf]2
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++=
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не имеет действительных корней? 
11. В соревновании по футболу было сыграно 55 матчей, причем каждая команда сыграла с каждой из остальных по одному разу. Сколько команд участвовало в соревновании? 
12. Решить уравнения: 

а) 
[image: image197.wmf]22
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; б) 
[image: image198.wmf]47(34)2(172)62
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; 

в) 
[image: image199.wmf]22
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; 

г) 
[image: image200.wmf]22

311742

812

10

--

+=

xx

; д) 
[image: image201.wmf]33
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. 
13. Даны квадрат и прямоугольник. Одна из сторон прямоугольника в 2 раза больше, а вторая — на 8 метров меньше стороны квадрата. Площади обеих фигур равны. Найти длину стороны квадрата. 
14. Решить уравнения: 

а) 
[image: image202.wmf](4)(43)30
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; 

б) 
[image: image203.wmf]22
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; 

в) 
[image: image204.wmf]5233
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; г) 
[image: image205.wmf](7)
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; 

д) 
[image: image206.wmf]72165
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е) 
[image: image207.wmf]22
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. 
15. Решить уравнения: 

а) 
[image: image208.wmf]2
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; 

б) 
[image: image209.wmf]5131
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; 

в) 
[image: image210.wmf]2
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г) 
[image: image211.wmf]2
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. 
16.*Пусть 
[image: image212.wmf]1

x

 и 
[image: image213.wmf]2

x

 — корни уравнения 
[image: image214.wmf]2

0

++=

xpxq

. Докажите, что 
[image: image215.wmf]12
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xxp

, 
[image: image216.wmf]12

×=

xxq

 (теорема Виета). 
17. Составьте квадратное уравнение, корни которого равны: 

а) 1 и 2; б) 
[image: image217.wmf]1

2

 и 
[image: image218.wmf]1

3

; в) -2 и -4; 

г) 2 и -8; д) -5 и 0; е) 
[image: image219.wmf]5

 и 
[image: image220.wmf]10

. 
18. При каких значениях параметра 
[image: image221.wmf]a

 уравнение: 

а) 
[image: image222.wmf]2

100

++=

xax

 имеет корень 4; 

б) 
[image: image223.wmf]2

(21)120

+++=

xax

 имеет корень -2; 

в) 
[image: image224.wmf]2

1230

++=

axx

 имеет корень 1? 
19. Два автомобиля одновременно выезжают из одного города в другой. Скорость первого на 10 км/час больше скорости второго, поэтому в пункт назначения он приезжает на час раньше. Определить скорости автомобилей, если расстояние между городами 560 км. 
20. Пароход проплыл 48 км по течению реки и столько же обратно против течения. На весь путь он затратил 5 часов. Найти скорость парохода в стоячей воде, если скорость течения равна 4 км/час. 
21. Из пункта 
[image: image225.wmf]A

 отправился по течению плот. Через 5 часов 20 минут вслед за ним отправилась моторная лодка, скорость которой на 12 км/час больше скорости плота. Лодка догнала плот, проплыв 20 км. Найдите скорость плота. 
22. Электропоезд был задержан в пути на 4 минуты и ликвидировал опоздание на перегоне в 20 км, пройдя его со скоростью на 10 км/час больше той, которая полагалась по расписанию. Определить скорость электропоезда по расписанию. 
23. Из пунктов 
[image: image226.wmf]A

 и 
[image: image227.wmf]B

, расстояние между которыми 24 км, выехали одновременно навстречу друг другу два автомобиля. Первый автомобиль приехал в 
[image: image228.wmf]B

 через 16 минут после встречи, а второй приехал в 
[image: image229.wmf]A

 через 4 минуты после встречи. Найдите скорости автомобилей. 
24. Двое рабочих вместе сделали за 4 дня 
[image: image230.wmf]2

3

 всей работы. За сколько дней каждый рабочий сделает один всю работу, если известно, что первому рабочему потребуется для этого на 5 дней меньше, чем второму? 
25. Периметр прямоугольника равен 46 см, а диагональ равна 17 см. Найдите стороны прямоугольника. 
26. Периметр прямоугольника равен 48 см, а площадь — 96 см
[image: image231.wmf]2

. Найдите стороны прямоугольника. 
27. Среднее арифметическое 
[image: image232.wmf]2

+

ab

 двух чисел равно 21, а среднее геометрическое 
[image: image233.wmf]ab

 равно 12. Найти эти числа. 
28.*Докажите, что если 
[image: image234.wmf]1

x

 и 
[image: image235.wmf]2

x

 –действительные корни уравнения 
[image: image236.wmf]2

0

++=

xpxq

, то 
[image: image237.wmf]2

12

()()

++=--

xpxqxxxx

. Используя этот результат разложите на множители следующие квадратные трехчлены: 

а) 
[image: image238.wmf]2
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; б) 
[image: image239.wmf]2
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xx

; в) 
[image: image240.wmf]2
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г) 
[image: image241.wmf]2
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; д) 
[image: image242.wmf]2
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; е) 
[image: image243.wmf]2
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. 
29.**Используя результат предыдущей задачи сократите дроби: 

а)
[image: image244.wmf]2
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; б) 
[image: image245.wmf]2
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; в) 
[image: image246.wmf]2
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. 
Ответы и указания

Задача 2. Указания. а) Если 
[image: image247.wmf]0

a

¹

, то решение всегда есть. Если 
[image: image248.wmf]0

a

=

, 
[image: image249.wmf]0

b

=

, то решением является любое число. Если 
[image: image250.wmf]0

a

=

, 
[image: image251.wmf]0

b

¹

, то решений нет. б) Если 
[image: image252.wmf]0

a

=

, то выражение 
[image: image253.wmf]1

a

 не имеет смысла. Если 
[image: image254.wmf]0

a

¹

, то, домножая уравнение на число 
[image: image255.wmf]1

a

, получим решения 
[image: image256.wmf]1

a

 и 
[image: image257.wmf]1

a

-

 этого уравнения. 

Задача 10. Указание. Выделить полный квадрат. 

_1212329694.unknown

_1212329766.unknown

_1212329817.unknown

_1212329851.unknown

_1212329869.unknown

_1212329886.unknown

_1222481450.unknown

_1222481454.unknown

_1222481456.unknown

_1222481458.unknown

_1222481459.unknown

_1222481460.unknown

_1222481457.unknown

_1222481455.unknown

_1222481452.unknown

_1222481453.unknown

_1222481451.unknown

_1212329895.unknown

_1220776095.unknown

_1220776099.unknown

_1222481448.unknown

_1222481449.unknown

_1220776101.unknown

_1220776103.unknown

_1220776104.unknown

_1220776100.unknown

_1220776097.unknown

_1220776098.unknown

_1220776096.unknown

_1220776093.unknown

_1220776094.unknown

_1212329896.unknown

_1212329890.unknown

_1212329892.unknown

_1212329893.unknown

_1212329891.unknown

_1212329888.unknown

_1212329889.unknown

_1212329887.unknown

_1212329878.unknown

_1212329882.unknown

_1212329884.unknown

_1212329885.unknown

_1212329883.unknown

_1212329880.unknown

_1212329881.unknown

_1212329879.unknown

_1212329873.unknown

_1212329875.unknown

_1212329876.unknown

_1212329874.unknown

_1212329871.unknown

_1212329872.unknown

_1212329870.unknown

_1212329860.unknown

_1212329865.unknown

_1212329867.unknown

_1212329868.unknown

_1212329866.unknown

_1212329863.unknown

_1212329864.unknown

_1212329862.unknown

_1212329855.unknown

_1212329858.unknown

_1212329859.unknown

_1212329857.unknown

_1212329853.unknown

_1212329854.unknown

_1212329852.unknown

_1212329834.unknown

_1212329843.unknown

_1212329847.unknown

_1212329849.unknown

_1212329850.unknown

_1212329848.unknown

_1212329845.unknown

_1212329846.unknown

_1212329844.unknown

_1212329838.unknown

_1212329840.unknown

_1212329842.unknown

_1212329839.unknown

_1212329836.unknown

_1212329837.unknown

_1212329835.unknown

_1212329826.unknown

_1212329830.unknown

_1212329832.unknown

_1212329833.unknown

_1212329831.unknown

_1212329828.unknown

_1212329829.unknown

_1212329827.unknown

_1212329821.unknown

_1212329823.unknown

_1212329825.unknown

_1212329822.unknown

_1212329819.unknown

_1212329820.unknown

_1212329818.unknown

_1212329783.unknown

_1212329809.unknown

_1212329813.unknown

_1212329815.unknown

_1212329816.unknown

_1212329814.unknown

_1212329811.unknown

_1212329812.unknown

_1212329810.unknown

_1212329804.unknown

_1212329806.unknown

_1212329808.unknown

_1212329805.unknown

_1212329802.unknown

_1212329803.unknown

_1212329784.unknown

_1212329775.unknown

_1212329779.unknown

_1212329781.unknown

_1212329782.unknown

_1212329780.unknown

_1212329777.unknown

_1212329778.unknown

_1212329776.unknown

_1212329770.unknown

_1212329772.unknown

_1212329773.unknown

_1212329771.unknown

_1212329768.unknown

_1212329769.unknown

_1212329767.unknown

_1212329730.unknown

_1212329748.unknown

_1212329757.unknown

_1212329761.unknown

_1212329763.unknown

_1212329764.unknown

_1212329762.unknown

_1212329759.unknown

_1212329760.unknown

_1212329758.unknown

_1212329752.unknown

_1212329754.unknown

_1212329756.unknown

_1212329753.unknown

_1212329750.unknown

_1212329751.unknown

_1212329749.unknown

_1212329739.unknown

_1212329743.unknown

_1212329745.unknown

_1212329746.unknown

_1212329744.unknown

_1212329741.unknown

_1212329742.unknown

_1212329740.unknown

_1212329735.unknown

_1212329737.unknown

_1212329738.unknown

_1212329736.unknown

_1212329732.unknown

_1212329734.unknown

_1212329731.unknown

_1212329711.unknown

_1212329720.unknown

_1212329724.unknown

_1212329726.unknown

_1212329727.unknown

_1212329725.unknown

_1212329722.unknown

_1212329723.unknown

_1212329721.unknown

_1212329715.unknown

_1212329717.unknown

_1212329719.unknown

_1212329716.unknown

_1212329713.unknown

_1212329714.unknown

_1212329712.unknown

_1212329703.unknown

_1212329707.unknown

_1212329709.unknown

_1212329710.unknown

_1212329708.unknown

_1212329705.unknown

_1212329706.unknown

_1212329704.unknown

_1212329698.unknown

_1212329700.unknown

_1212329702.unknown

_1212329699.unknown

_1212329696.unknown

_1212329697.unknown

_1212329695.unknown

_1212329659.unknown

_1212329676.unknown

_1212329685.unknown

_1212329689.unknown

_1212329692.unknown

_1212329693.unknown

_1212329690.unknown

_1212329687.unknown

_1212329688.unknown

_1212329686.unknown

_1212329680.unknown

_1212329682.unknown

_1212329684.unknown

_1212329681.unknown

_1212329678.unknown

_1212329679.unknown

_1212329677.unknown

_1212329667.unknown

_1212329671.unknown

_1212329674.unknown

_1212329675.unknown

_1212329672.unknown

_1212329669.unknown

_1212329670.unknown

_1212329668.unknown

_1212329663.unknown

_1212329665.unknown

_1212329666.unknown

_1212329664.unknown

_1212329661.unknown

_1212329662.unknown

_1212329660.unknown

_1212329642.unknown

_1212329650.unknown

_1212329655.unknown

_1212329657.unknown

_1212329658.unknown

_1212329656.unknown

_1212329653.unknown

_1212329654.unknown

_1212329652.unknown

_1212329646.unknown

_1212329648.unknown

_1212329649.unknown

_1212329647.unknown

_1212329644.unknown

_1212329645.unknown

_1212329643.unknown

_1212329633.unknown

_1212329637.unknown

_1212329640.unknown

_1212329641.unknown

_1212329638.unknown

_1212329635.unknown

_1212329636.unknown

_1212329634.unknown

_1212329628.unknown

_1212329631.unknown

_1212329632.unknown

_1212329630.unknown

_1212329626.unknown

_1212329627.unknown

_1212329625.unknown

