Тема 4.  Гомотетия
Цель темы – напомнить теорему Фалеса и изучить основные свойства гомотетии.
08-04-01. Теорема Фалеса
1. Напомним, что свойства средней линии треугольника позволяют доказать следующую теорему, принадлежащую древнегреческому математику Фалесу Милетскому (IV век до нашей эры). 

Теорема Фалеса.  
Если параллельные прямые, пересекающие стороны угла, отсекают на одной его стороне равные отрезки, то они отсекают равные отрезки и на другой стороне угла. 

Доказательство. Выберем на той стороне угла, где отсекаются равные отрезки, любые два соседних отрезка 
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 и 
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. Пусть точкам 
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,
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,
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 соответствуют точки 
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,
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,
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 пересечения прямых со второй стороной угла (рисунок 1). 

Проведем через точку 
[image: image9.wmf]1
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 прямую, параллельную 
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 (рисунок 2). 

Тогда получим параллелограммы 
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 и 
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, откуда 
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. Следовательно, в треугольнике 
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 прямая 
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 проходит через середину стороны 
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 и параллельна стороне 
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. Значит, по теореме о средней линии отрезок 
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 является средней линией треугольника 
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, откуда 
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Из равенства любых двух соседних отрезков на второй стороне угла следует равенство всех отрезков, отсекаемых параллельными прямыми на этой стороне. 

2. Деление отрезка на равные части.
Теорема Фалеса позволяет обосновать следующий способ деления любого отрезка на 
[image: image21.wmf]n

 равных частей при помощи циркуля и линейки. 

Строим луч 
[image: image22.wmf]AF

, не лежащий на прямой 
[image: image23.wmf]AB

. Выберем на нем любой отрезок 
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. 

Отложим на луче 
[image: image25.wmf]AF

 известным способом 
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 раз отрезки, равные 
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, как это сделано для 
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 на рисунке 3. Пусть 
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 — последняя из отложенных точек. 

Через все полученные точки луча 
[image: image30.wmf]AF

 проведем прямые, параллельные 
[image: image31.wmf]BP

. Из теоремы Фалеса следует, что при этом отрезок 
[image: image32.wmf]AB

 разделится на 
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 равных отрезков, что и требовалось. 

Приведенное рассуждение обеспечивает теоретическую возможность деления отрезка на любое число равных частей, например, на 100. Понятно, что практически на листе бумаги такое деление небольшого отрезка выполнить очень трудно. 

3.** Для двух отрезков 
[image: image34.wmf]AB

 и 
[image: image35.wmf]CD

 можно составить отношение их длин. Значение длины зависит от выбора единицы измерения. Однако, можно доказать следующее утверждение. 
Теорема.  
Отношение длин отрезков не зависит от выбора единицы измерения. 

Рассмотрим  доказательство для того случая, когда длины отрезков выражаются рациональными числами.
Доказательство. Мы не будем рассматривать общее доказательство, которое сложно. Разберем только тот случай, когда при некоторой единице измерения длины заданных отрезков выражаются рациональными числами. 

Пусть, например, 
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. Разделим отрезок 
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 на 10 равных частей. Возьмем из отрезков разбиения маленький отрезок 
[image: image40.wmf]AE

, длина которого равна 
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 см, и будем откладывать его на отрезке 
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. Так как 
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, то отрезок 
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 отложится 9 раз на отрезке 
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 (рисунок 4). 

При выборе новой единицы измерения все маленькие отрезки будут иметь одинаковую длину, например 
[image: image46.wmf]x

. Тогда в новых единицах длина отрезка 
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 равна 
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, а длина отрезка 
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 равна 
[image: image50.wmf]9

x

. Поэтому 
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. Тем самым для рассматриваемых отрезков теорема доказана. 

4. Отношением отрезков 
[image: image52.wmf]AB

 и 
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 будем для краткости называть отношение 
[image: image54.wmf]||:||

ABCD

 длин этих отрезков. Иногда это отношение обозначают как 
[image: image55.wmf]:
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 или 
[image: image56.wmf]AB

CD

. 

После того, как определено понятие отношения отрезков, можно говорить о пропорциональности двух наборов отрезков. 

Пусть первый набор состоит из отрезков 
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, 
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, 
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, и так далее, а соответствующий второй набор — из отрезков 
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, 
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, 
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, и так далее. Эти наборы называются пропорциональными, если 
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Общее значение таких отношений называется коэффициентом пропорциональности. 

Пример 1. Рассмотрим на клетчатой бумаге фигуры 
[image: image64.wmf]ABCDEFGH

 и 
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 (рисунок 5). Тогда набор сторон 
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,... первой фигуры пропорционален набору соответствующих сторон 
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, 
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, 
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, — второй фигуры с коэффициентом пропорциональности 
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Пропорциональность отрезков обладает всеми свойствами пропорциональности величин: если два набора отрезков пропорциональны, то сумма двух или нескольких отрезков, разность двух отрезков из первого набора пропорциональны с тем же коэффициентом соответствующим суммам или разностям отрезков из второго набора. 

Например, в примере 1 периметры первой и второй фигур пропорциональны с коэффициентом 
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Пример 2. Пусть отношение отрезков 
[image: image74.wmf]AB

 и 
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 равно 
[image: image76.wmf]m

. Разделим каждый из отрезков на три равные части. Тогда отношение третьей части отрезка 
[image: image77.wmf]AB

 к третьей части отрезка 
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 также равно 
[image: image79.wmf]m

. 

5. Понятие пропорциональности позволяет обобщить теорему Фалеса следующим образом. 

Обобщенная теорема Фалеса.
Пусть параллельные прямые, пересекающие стороны угла, отсекают на одной его стороне отрезки 
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, 
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, 
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, и так далее. Тогда на другой стороне угла отсекаются соответствующие им пропорциональные отрезки 
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Доказательство. Достаточно установить равенство отношений двух пар отрезков 
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, 
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 и 
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 (рисунок 6). 

Случай иррационального отношения 
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 принимаем без доказательства. 

Пусть отношение 
[image: image91.wmf]11

11

AB

BC

 рационально, например, 
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. Тогда найдется такой отрезок длины 
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, что 
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Разобьем отрезок 
[image: image96.wmf]11
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 на 5 равных частей, а отрезок 
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 на 3 таких же части и проведем через точки деления прямые, параллельные прямой 
[image: image98.wmf]12
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 (рисунок 7). По теореме Фалеса на второй стороне угла образуются равные отрезки. Пусть длина каждого из них равна 
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. Тогда 
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По основному свойству пропорции полученное равенство можно записать в виде 
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что и требовалось доказать. 

Пример 3. Точка 
[image: image104.wmf]C

 лежит на отрезке 
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 – одной из сторон угла с вершиной 
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, и 
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. Через точки 
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 и 
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 проведены параллельные прямые, пересекающие другую сторону угла в точках 
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 и 
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 (рисунок 8). Найдем отношение 
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Достаточно найти отношение отрезков 
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, расположенных на той же стороне угла, что и отрезки 
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 и 
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. Тогда по теореме Фалеса получим 
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Разделим отрезок 
[image: image117.wmf]AB

 на 29 равных частей. При этом точка 
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 совпадает с такой точкой деления, что отрезок 
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 содержит 7 частей. Тогда 
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 содержит 22 части и 
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. Следовательно, 
[image: image122.wmf]111

227

:=:

BCAC

. 

Пример 4. Построим на продолжении заданного отрезка 
[image: image123.wmf]AB

 такую точку 
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, что 
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Построение. На произвольном луче с началом 
[image: image126.wmf]A

 отложим 7 равных отрезков (рисунок 9). Отсчитаем от точки 
[image: image127.wmf]P

 по направлению к точке 
[image: image128.wmf]A

 три отрезка и обозначим полученную точку 
[image: image129.wmf]Q

. Через точку 
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 проведем секущую 
[image: image131.wmf]HC

 угла 
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, параллельную 
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 (рисунок 10). Точка 
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 будет искомой. 

Действительно, по доказанной теореме 
[image: image135.wmf]=

BC

AB

AQQP

, а поэтому 
[image: image136.wmf]+

+

=

ABBCBC

AQQPQP

; то есть 
[image: image137.wmf]=

ACBC

APQP

. Следовательно, 
[image: image138.wmf]7

3

==

AC

AP

BCPQ

. 

6. Справедлива теорема, обратная теореме Фалеса, которая позволяет из пропорциональности отрезков на сторонах угла делать выводы о параллельности соответствующих прямых, пересекающих стороны этого угла. 

Теорема (обратная теореме Фалеса).  
Если точки 
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 и 
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 расположены на одной стороне угла с вершиной 
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 а точки 
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 — на другой, и выполняется равенство 
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 параллельны. 
Рассмотрим применение этой теоремы. 

Пример 5. Точка 
[image: image147.wmf]C

 лежит на отрезке 
[image: image148.wmf]AB

 одной из сторон угла с вершиной 
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 и 
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 лежит на отрезке 
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 другой стороны этого же угла и 
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 параллельны (рисунок ?). 

Вычислим отношение 
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 — вспомогательное неизвестное. 

Тогда 
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Следовательно, 



[image: image161.wmf]1

1

(32)32

33

--

===.

AC

ACx

ABAB

x


Так как 
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, то в силу обратной теоремы Фалеса 
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7.** Доказательство обратной теоремы Фалеса.
Докажем теорему из предыдущего пункта, обратную теореме Фалеса. 

Доказательство. Проведем через точку 
[image: image164.wmf]1
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 прямую, параллельную 
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, пересекающую луч 
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 в точке 
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 (рисунок 12). 

Тогда 
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. Отсюда длины отрезков 
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 и 
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 равны. Получаем, что на луче 
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 отложены равные отрезки 
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, а значит точки 
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 совпадают. Следовательно, 
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8. Построение пропорциональных отрезков с помощью графика линейной функции.
Отрезки, пропорциональные с коэффициентом 
[image: image179.wmf]k

, нетрудно получать, имея график линейной функции 
[image: image180.wmf]=
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Например, построим график функции 
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 и отметим на оси 
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 точки 
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 (рисунок 13). Проведя прямые так, как на рисунке 14, получим на графике точки 
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 соответственно с координатами 
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 удовлетворяют уравнению данной прямой, то 
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Это значит, что 
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Поэтому 
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или 
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Контрольные вопросы

1. Сформулируйте и докажите теорему Фалеса. 

2. Как данный отрезок разделить на 7 равных частей? 

3. Как определяется отношение двух отрезков? 

4.** Для случая, когда отношение отрезков рационально, докажите, что это отношение не зависит от выбора единицы измерения. 

5. Какие наборы отрезков называются пропорциональными? 

6. Сформулируйте обобщенную теорему Фалеса. 

7. Сформулируйте теорему, обратную теореме Фалеса. 

Задачи и упражнения

1. По одну сторону от данной прямой даны две точки 
[image: image206.wmf]A

 и 
[image: image207.wmf]B

 на расстояниях 
[image: image208.wmf]a

 и 
[image: image209.wmf]b

 от нее. Найдите расстояние от середины отрезка 
[image: image210.wmf]AB

 до данной прямой. 

2. Докажите, что середины сторон любого выпуклого четырехугольника являются вершинами параллелограмма. 

3. Докажите, что отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, параллелен основаниям и равен полуразности оснований. 

4. Докажите, что средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме. 

5. Постройте трапецию по основаниям и боковым сторонам. 

6. Периметр треугольника равен 
[image: image211.wmf]p

. Найдите периметр треугольника, вершинами которого являются середины сторон данного треугольника. 

7. Точки 
[image: image212.wmf]C

 и 
[image: image213.wmf]D

 лежат на отрезке 
[image: image214.wmf]AB

 так, как показано на рисунке 15, 
[image: image215.wmf]31

:=:

ADBD

 и 
[image: image216.wmf]718

:=:

CDAB

. Найдите отношения 
[image: image217.wmf]:

CDBD

 и 
[image: image218.wmf]:

ACBD

. 

8. Данный отрезок 
[image: image219.wmf]AB

 разделите внутренним и внешним образом в отношении 4:5, то есть найдите на отрезке 
[image: image220.wmf]AB

 такую точку 
[image: image221.wmf]C

, а на продолжении отрезка 
[image: image222.wmf]AB

 такую точку 
[image: image223.wmf]D

, что 
[image: image224.wmf]45

:=:=:

ACBCADBD

. 

9. Параллельные прямые 
[image: image225.wmf]a

 и 
[image: image226.wmf]b

 пересекают одну сторону угла с вершиной 
[image: image227.wmf]O

 в точках 
[image: image228.wmf]A

 и 
[image: image229.wmf]B

, а другую сторону — соответственно в точках 
[image: image230.wmf]1

A

 и 
[image: image231.wmf]1

B

, причем 
[image: image232.wmf]1411

:=:

OAOB

. Найдите отношение 
[image: image233.wmf]111

:

BAOB

. 

10. Прямые 
[image: image234.wmf]a

 и 
[image: image235.wmf]b

 пересекают одну сторону угла 
[image: image236.wmf]O

 в точках 
[image: image237.wmf]A

 и 
[image: image238.wmf]B

, а другую сторону — в точках 
[image: image239.wmf]1

A

 и 
[image: image240.wmf]1

B

 соответственно. Известно, что точка 
[image: image241.wmf]B

 делит отрезок 
[image: image242.wmf]OA

 внешним образом в отношении 5:4, то есть точка 
[image: image243.wmf]B

 лежит на продолжении отрезка 
[image: image244.wmf]OA

 и 
[image: image245.wmf]54

:=:

OBOA

. В каком отношении точка 
[image: image246.wmf]O

 должна делить внешним образом отрезок 
[image: image247.wmf]11

AB

, чтобы прямые 
[image: image248.wmf]a

 и 
[image: image249.wmf]b

 были параллельны? 

11. Точка 
[image: image250.wmf]C

 лежит на отрезке 
[image: image251.wmf]AB

 и 
[image: image252.wmf]:=:

ACABpq

. Найдите отношение 
[image: image253.wmf]:

ACBC

. 

12. Докажите, что все три медианы треугольника пересекаются в одной точке, и каждая делится точкой пересечения в отношении 2:1, считая от вершины. 

13. Высота, проведенная из вершины тупого угла равнобочной трапеции, делит большее основание на части в отношении 5:2. Найдите отношение средней линии трапеции к большему основанию. 

14. Периметр треугольника равен 10. Найдите периметр треугольника, вершинами которого являются середины сторон первоначального треугольника. 

15. Постройте треугольник 
[image: image254.wmf]ABC

, если на плоскости заданы точки 
[image: image255.wmf]M

, 
[image: image256.wmf]N

, 
[image: image257.wmf]L

 - – середины сторон треугольника 
[image: image258.wmf]ABC

. 

16. Внутри угла 
[image: image259.wmf]ABC

 задана точка 
[image: image260.wmf]M

. Проведите через точку 
[image: image261.wmf]M

 прямую 
[image: image262.wmf]KL

 таким образом, что ее отрезок, отсекаемый сторонами угла, делился бы в точке 
[image: image263.wmf]M

 пополам. 

17. Внутри угла 
[image: image264.wmf]ABC

 задана точка 
[image: image265.wmf]M

. Проведите через эту точку 
[image: image266.wmf]M

 прямую 
[image: image267.wmf]KL

 таким образом, что бы ее отрезок, отсекаемый сторонами угла, делился точкой 
[image: image268.wmf]M

 в отношении 1:2. 

18. Докажите, что каждый треугольник можно разрезать на две части, из которых можно составить параллелограмм. 

19. Используя теорему Фалеса докажите, что отрезок, соединяющий середины двух сторон треугольника, параллелен третьей стороне и равен ее половине. 

20. Дан треугольник 
[image: image269.wmf]ABC

 и прямая 
[image: image270.wmf]MN

. 
[image: image271.wmf]111

ABC

 — перпендикулярные проекции точек 
[image: image272.wmf]ABC

 на 
[image: image273.wmf]MN

, 
[image: image274.wmf]11

1

=

AC

, 
[image: image275.wmf]11

3

=

CB

, 
[image: image276.wmf]AK

 - – медиана, 
[image: image277.wmf]1

K

 — ортогональная проекция точки 
[image: image278.wmf]K

. Найдите отрезок 
[image: image279.wmf]11

AK

. 

21. Используя теорему Фалеса докажите, что средняя линия трапеции параллельна основаниям трапеции. 

22. Докажите, что средняя линия трапеции равна полусумме оснований трапеции. 

23. Докажите, что все вершины треугольника равноудалены от прямой, проходящей через среднюю линию треугольника. 

24. Докажите, что если прямая равноудалена от трех вершин треугольника, что она проходит через одну из средних линий треугольника. 

25. Дан произвольный четырехугольник 
[image: image280.wmf]ABCD

. Точка 
[image: image281.wmf]P

 — середина стороны 
[image: image282.wmf]AB

, 
[image: image283.wmf]Q

 –середина 
[image: image284.wmf]BC

, 
[image: image285.wmf]R

 — середина 
[image: image286.wmf]CD

 и 
[image: image287.wmf]F

 — середина 
[image: image288.wmf]DA

. Докажите, что 
[image: image289.wmf]PQRF

 — параллелограмм. 

26. Пусть 
[image: image290.wmf]ABCD

 — четырехугольник, диагонали 
[image: image291.wmf]AC

 и 
[image: image292.wmf]BD

 которого перпендикулярны. Точки 
[image: image293.wmf]P

, 
[image: image294.wmf]Q

, 
[image: image295.wmf]R

, 
[image: image296.wmf]F

 — середины сторон четырехугольника 
[image: image297.wmf]ABCD

. Докажите, что 
[image: image298.wmf]PQRF

 – прямоугольник.
Ответы и указания
Задача 1. Указание. Четырехугольник с вершинами в заданных точках и их проекциями на прямую является трапецией. Искомый отрезок — средняя линия этой трапеции. 
Задача 5. Указание. Пусть 
[image: image299.wmf]ABCD

 — искомая трапеция, у которой основание 
[image: image300.wmf]AD

 больше основания 
[image: image301.wmf]BC

. Если на отрезке 
[image: image302.wmf]AD

 точка 
[image: image303.wmf]M

 расположена так, что 
[image: image304.wmf]||

BMCD

, то треугольник 
[image: image305.wmf]ABM

 нетрудно построить, исходя из данных задачи. 
Задача 16. Указание. Можно построить параллелограмм, у которого две стороны на сторонах заданного угла, а точка пересечения диагоналей совпадает с точкой 
[image: image306.wmf]M

. 
Задача 17. Указание. Проведем MP || AB (рис. 5). Затем построим отрезок
[image: image307.wmf]PK

 в два раза больше отрезка 
[image: image308.wmf]BP

. Найдя точку 
[image: image309.wmf]L

 пересечения прямой 
[image: image310.wmf]MK

 с прямой 
[image: image311.wmf]AB

, получим одно из решений задачи. 
Второе решение получается, если провести MF || CB (рис. 6). 
Задача 19. Указание. Точка 
[image: image312.wmf]1

K

 всегда является серединой отрезка 
[image: image313.wmf]11

BC

. Для точек 
[image: image314.wmf]1

A

, 
[image: image315.wmf]1

B

, 
[image: image316.wmf]1

C

 возможны два случая взаимного расположения, что приводит к двум ответам: 
[image: image317.wmf]1

11

2

AK

=

, 
[image: image318.wmf]5

11

2

AK

=

. 
Задача 21. Указание. Если точки 
[image: image319.wmf]M

 и 
[image: image320.wmf]N

 равноудалены от прямой 
[image: image321.wmf]p

, то либо отрезок 
[image: image322.wmf]MN

 параллелен прямой 
[image: image323.wmf]p

, либо пересекается с прямой 
[image: image324.wmf]p

 и делится точкой пересечения пополам. 
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