08-05-05. Теорема Виета
1. Теорема Виета для случая приведенного квадратного трехчлена.
Пусть многочлен 
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 второй степени имеет два корня 
[image: image2.wmf]1
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 и 
[image: image3.wmf]2
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, которые, возможно, одинаковы. В четвертом параграфе этой главы мы показали, что тогда выполняется тождественное равенство 



[image: image4.wmf]2

12

()()

++=--.

axbxcaxxxx


Раскрывая скобки в правой части, получим 
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Следовательно, 
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменной 
[image: image8.wmf]x

 в левой и правой частях этого равенства, получаем 
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Так как 
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, то из первого равенства 
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а из второго равенства 
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В результате получаем соотношения между коэффициентами многочлена второй степени и корнями этого многочлена. 

Теорема Виета. Пусть 
[image: image14.wmf]1
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 и 
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 — корни многочлена второй степени 
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. Тогда выполняются следующие равенства: 
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Пример 1. Рассмотрим многочлен 
[image: image19.wmf]2
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. Коэффициент 
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 при 
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 равен 6, коэффициент 
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 при 
[image: image23.wmf]x

 равен 5, свободный член c равен 1. По теореме Виета для корней 
[image: image24.wmf]1
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 и 
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 этого многочлена выполняются равенства 
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Эти равенства нетрудно проверить, если вычислить корни уравнения 
[image: image28.wmf]2
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Теорема Виета имеет наиболее простой вид, когда коэффициент при 
[image: image33.wmf]2
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 равен 1. 

Пусть 
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 и 
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 — корни многочлена 
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. Тогда сумма корней 
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 равна коэффициенту при 
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, взятому с противоположным знаком, а произведение корней 
[image: image39.wmf]12
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 равно свободному члену. 
Пример 2. Рассмотрим многочлен 
[image: image40.wmf]2
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. По теореме Виета сумма корней 
[image: image41.wmf]1
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 и 
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 равна -(-11); то есть 11, а произведение корней равно 30. Это нетрудно проверить, найдя корни уравнения 
[image: image43.wmf]2
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2. Обратная теорема Виета.

Для многочленов второй степени справедливо утверждение, обратное теореме Виета.
Обратная теорема Виета. Пусть числа 
[image: image47.wmf]1
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 и 
[image: image48.wmf]2
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 удовлетворяют равенствам 
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Тогда 
[image: image51.wmf]1
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 и 
[image: image52.wmf]2
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 являются корнями многочлена 
[image: image53.wmf]2
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. 
Доказательство. Числа 
[image: image54.wmf]1
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 и 
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 являются корнями многочлена 
[image: image56.wmf]12
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. Выполним следующие тождественные преобразования: 



[image: image57.wmf]2

121212

()()()

=--=--+=

Pxxzxzxxzxzzz




[image: image58.wmf]22

1212

()

=-++=++.

xzzxzzxpxq


Следовательно, 
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, причем 
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 имеет корни 
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 и 
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, что и требовалось доказать. 

Обратная теорема Виета позволяет получать квадратные уравнения с данным набором корней. 

Пример 3. Найдем квадратное уравнение, корнями которого являются числа 
[image: image63.wmf]1
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Вычислим 
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. По обратной теореме Виета уравнение 
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 имеет данные корни. 

3. Поиск целых корней многочлена.
С помощью теоремы Гаусса и обратной теоремы Виета можно достаточно быстро находить целочисленные корни квадратного уравнения вида 
[image: image68.wmf]2
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, когда такие корни существуют. 

Пример 4. Рассмотрим уравнение 
[image: image69.wmf]2
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. По теореме Гаусса целочисленные корни 
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 этого уравнения следует искать среди чисел 
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. По теореме Виета 
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. Отсюда видно, что достаточно рассмотреть значения 
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 такие, что 
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 и проверить, выполняется ли равенство 
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На этом проверку можно закончить, так как по обратной теореме Виета числа 
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 являются корнями многочлена 
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4.**  Применение теоремы Виета для вычисления значений симметрических выражений относительно корней квадратного трехчлена.
С помощью теоремы Виета можно вычислить значения некоторых выражений, содержащих корни заданного квадратного трехчлена, не вычисляя самих корней. 

Пример 5. Найти сумму квадратов корней многочлена 
[image: image89.wmf]2
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Решение. Пусть 
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 и 
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 — корни этого многочлена. Тогда 
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В разобранных примерах мы вычисляли значения выражений, симметрических относительно 
[image: image94.wmf]1
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 и 
[image: image95.wmf]2
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. Некоторое выражение 
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 называется симметрическим относительно переменных 
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, если 
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, то есть при одновременной замене переменной 
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 на 
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 и переменной 
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 на 
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 получается выражение, тождественно равное исходному. 

5.* Теорема Виета для кубического многочлена.
Пусть многочлен третье степени 
[image: image104.wmf]32
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 имеет корни 
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, 
[image: image106.wmf]2
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, 
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, среди которых, возможно, некоторые одинаковы. В четвертом параграфе этой главы мы показали, что тогда выполняется тождественное равенство 
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Раскрывая скобки в правой части, получим 
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменной 
[image: image113.wmf]x

, получаем 
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Так как 
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, то 
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В результате приходим к теореме Виета для многочленов третьей степени. 

Теорема Виета. Пусть 
[image: image121.wmf]1
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, 
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, 
[image: image123.wmf]3
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 –корни многочлена 
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 третьей степени. Тогда выполняются равенства 
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Данная теорема имеет наиболее простой вид, когда коэффициент при 
[image: image128.wmf]3
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 равен 1. 

Пусть 
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, 
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 — корни многочлена 
[image: image132.wmf]32
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. Тогда сумма корней 
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 равна коэффициенту при 
[image: image134.wmf]2
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, взятому с противоположным знаком; сумма всевозможных попарных произведений корней 
[image: image135.wmf]122313
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 равна коэффициенту при 
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; произведение корней 
[image: image137.wmf]123
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 равно свободному члену, взятому с противоположным знаком. 

6.* Обратная теорема Виета для кубического многочлена.
Как и для многочленов второй степени, для многочленов третьей степени справедлива теорема, обратная теорема Виета. 
Пусть числа 
[image: image138.wmf]1
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 удовлетворяют равенствам 
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Тогда 
[image: image144.wmf]1

z

, 
[image: image145.wmf]2

z

, 
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 являются корнями многочлена 
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Доказательство. Числа 
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 являются корнями многочлена 
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Выполняя следующие преобразования: 
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Следовательно, 
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, причем 
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 имеет корни 
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, что и требовалось доказать.
Теорема, обратная теорема Виета, позволяет получать кубические уравнения с данным набором корней. 

Пример 6. Найдем кубическое уравнение, корнями которого являются числа 
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Вычислим 
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По теореме, обратной теореме Виета уравнение 
[image: image165.wmf]32
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 имеет данные корни. 

7.** Вычисление значений выражений, симметрических относительно корней кубического многочлена.
С помощью теоремы Виета для многочленов третьей степени можно вычислять значения симметрических выражений, содержащих корни заданного кубического многочлена, не вычисляя самих корней. 

Выражение 
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 называется симметрическим относительно переменных 
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Иными словами, выражение 
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 не изменяется при любых перестановках аргументов 
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Пример 7. Выражения 
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. являются симметрическими выражениями относительно переменных 
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Пример 8. Найдем многочлен третьей степени, корнями которого являются соответственно квадраты корней многочлена 
[image: image181.wmf]32
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Пусть 
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 — корни многочлена 
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. Основываясь на этих равенствах, вычислим: 
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Итак, 
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, а поэтому по обратной теореме Виета многочлен 
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Контрольные вопросы

1. В чем состоит теорема Виета многочленов второй степени? 

2. Как доказать теорему Виета? 

3. Как формулируется теорема Виета в случае единичного коэффициента при 
[image: image211.wmf]2
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? 

4. В чем состоит утверждение, обратное теореме Виета? 
5. Как доказать обратную теорему Виета? 

6. Как составить квадратное уравнение, если известны его корни? 

7. Как, не решая квадратного уравнения, найти сумму квадратов его корней? 

8. Какое выражение называется симметрическим относительно переменных 
[image: image212.wmf]1
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, 
[image: image213.wmf]2
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? 

9. В чем состоит теорема Виета для многочленов третьей степени? 

10. Как формулируется теорема Виета для многочленов третьей степени с единичным коэффициентом при 
[image: image214.wmf]3

x

? 

11. В чем состоит обратная теорема Виета для многочленов третьей степени? 

12. Как составить кубическое уравнение с данным набором корней? 
Задачи и упражнения
1. Составить квадратное уравнение, корнями которого являются: 

б) а) 7 и 5; 
[image: image215.wmf]55

+

 и 
[image: image216.wmf]55

-

; 

в) 
[image: image217.wmf]3

 и 
[image: image218.wmf]3

-

г) 4 и 0. ; 

2. Не решая уравнения, определить знаки его корней: 

а) 
[image: image219.wmf]2
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xx

б) ; 
[image: image220.wmf]2
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xx

; 

в) 
[image: image221.wmf]2
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г) ; 
[image: image222.wmf]2
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xx

; 

д) 
[image: image223.wmf]2
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е) ; 
[image: image224.wmf]2
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xx
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3. Найти два числа, сумма которых равна 12, а произведение равно 35. 

4. Периметр прямоугольника равен 28 см, а его площадь равна 48 см
[image: image225.wmf]2

. Найти стороны прямоугольника. 

5. Периметр прямоугольного треугольника равен 30 см, а длина его гипотенузы равна 13 см. Найти площадь треугольника. 

6. Найти число 
[image: image226.wmf]a

 и второй корень уравнения: 

а) 
[image: image227.wmf]2
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; если 
[image: image228.wmf]1
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б) 
[image: image229.wmf]2
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, если 
[image: image230.wmf]1

2

=

x

. 

7. Найти значения 
[image: image231.wmf]a

, при которых один из корней уравнения: 

а) 
[image: image232.wmf]2

20
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 в 2 раза больше другого; 

б) 
[image: image233.wmf]2
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 в 4 раза меньше другого. 

8.*Квадрат разности корней уравнения 
[image: image234.wmf]2
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 равен 16. Найти 
[image: image235.wmf]q

. Не вычисляя корней 
[image: image236.wmf]1

x

 и 
[image: image237.wmf]2

x

 уравнения 
[image: image238.wmf]2
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, найти: 

а) 
[image: image239.wmf]22
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б) ; 
[image: image240.wmf]33

12

+

xx

; 

в) 
[image: image241.wmf]12
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г) ; 
[image: image242.wmf]22

12
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xx

; 

д) 
[image: image243.wmf]22
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е) ; 
[image: image244.wmf]22

1122

4

-+

xxxx
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9. Две трубы наполняют бак за 12 минут. если пол бака наполнить через одну трубу, а затем полбака — через другую, то бак заполнится через 25 минут. За сколько минут наполнится бак через каждую трубу в отдельности? 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 8. Квадрат разности корней уравнения 
[image: image245.wmf]2
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xxq
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 равен 16. Найдите 
[image: image246.wmf]q

. 

Указание. Если 
[image: image247.wmf]1

x

, 
[image: image248.wmf]2

x

 — корни уравнения 
[image: image249.wmf]2
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q  = 0, то по
[image: image250.wmf]теореме
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[image: image252.wmf]12
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[image: image253.wmf]2
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Таким образом, получаем 
[image: image254.wmf]12

xx

=

(( x1+ x2) – (x1 –  x2))/4 = (4 – 16)/4 = –3.
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