Тема 6 «Подобие»
Цель темы – определить подобие фигур, изучить признаки подобия треугольников, научить школьников применению признаков применению признаков подобия при решении задач.
Вы ознакомитесь с понятием подобия фигур и признаками подобия треугольников. Будет доказано свойство биссектрисы угла треугольника и рассмотрена окружность Аполлония. 

08-06-1. Понятие подобия фигур
1. Напомним, что при гомотетии каждый отрезок переходит в параллельный ему отрезок. Поэтому два неравных и непараллельных отрезка не гомотетичный. Однако, нетрудно найти третий отрезок, равный одному из них и гомотетичный другому. 

Пример. На рисунке 1 отрезки 
[image: image1.wmf]AB

 и 
[image: image2.wmf]CD

 не равны и не параллельны. Проведем через точку 
[image: image3.wmf]C

 прямую 
[image: image4.wmf]m

 параллельно 
[image: image5.wmf]AB

 и отложим на ней отрезок 
[image: image6.wmf]CF

, равный отрезку 
[image: image7.wmf]CD

 (рисунок 2). Отрезок 
[image: image8.wmf]CF

 гомотетичен отрезку 
[image: image9.wmf]AB

 относительно точки 
[image: image10.wmf]O

 пересечения прямых 
[image: image11.wmf]AC

 и 
[image: image12.wmf]BF

 с коэффициентом 
[image: image13.wmf]=:
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2. Определение подобия фигуры 
[image: image14.wmf]1

F

 фигуре 
[image: image15.wmf]2

F


Рассмотрим следующее важное понятие. 

Геометрическая фигура 
[image: image16.wmf]2
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 называется подобной фигуре 
[image: image17.wmf]1

F

, если можно найти такую третью фигуру 
[image: image18.wmf]3
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, которая равна фигуре 
[image: image19.wmf]1
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 и гомотетична фигуре 
[image: image20.wmf]2
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. 
Коэффициент 
[image: image21.wmf]k

 гомотетии, при которой фигура 
[image: image22.wmf]3

F

 равная фигуре 
[image: image23.wmf]1
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, переходит в фигуру 
[image: image24.wmf]2

F

, называется коэффициентом подобия фигуры 
[image: image25.wmf]2

F

 фигуре 
[image: image26.wmf]1
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. 

Пример 2. На рисунке 3 изображены два квадрата 
[image: image27.wmf]ABCD

 и 
[image: image28.wmf]KLMN

. При этом вершинами второго квадрата служат середины сторон первого квадрата. Повернем квадрат 
[image: image29.wmf]KLMN

 относительно центра на угол 
[image: image30.wmf]45
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 по часовой стрелке. Точки 
[image: image31.wmf]1

K

, 
[image: image32.wmf]1

L

, 
[image: image33.wmf]1

M

, 
[image: image34.wmf]1
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 попадут на диагонали квадрата 
[image: image35.wmf]ABCD

 и 
[image: image36.wmf]1111
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. Поэтому квадрат 
[image: image37.wmf]ABCD

 гомотетичен квадрату 
[image: image38.wmf]1111
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, а квадрат 
[image: image39.wmf]1111
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 равен квадрату 
[image: image40.wmf]KLMN

. Таким образом, квадрат 
[image: image41.wmf]ABCD

 подобен квадрату 
[image: image42.wmf]KLMN

. Так как 
[image: image43.wmf]1
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, то квадрат 
[image: image44.wmf]ABCD

 подобен квадрату 
[image: image45.wmf]KLMN

 с коэффициентом 
[image: image46.wmf]2

. 

3. Подобие равных фигур.
Напомним, что каждая фигура гомотетична самой себе с коэффициентом 1. Поэтому если фигуры 
[image: image47.wmf]1

F

 и 
[image: image48.wmf]2
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 равны, то по определению из предыдущего пункта фигуру 
[image: image49.wmf]2
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, которая гомотетична самой себе и равна фигуре 
[image: image50.wmf]1
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, считают подобной фигуре 
[image: image51.wmf]1

F

 с коэффициентом подобия 1. 

4. Симметричность понятия подобия (на примере). Формулировка общего утверждения. Взаимное подобие фигур.
Пусть фигура 
[image: image52.wmf]2

F

 подобна фигуре 
[image: image53.wmf]1
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. По определению это означает, что можно найти такую фигуру 
[image: image54.wmf]3
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, которая равна фигуре 
[image: image55.wmf]1

F

 и гомотетична фигуре 
[image: image56.wmf]2
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. Однако, в этом случае можно найти и такую фигуру 
[image: image57.wmf]4
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, которая равна 
[image: image58.wmf]2
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 и гомотетична фигуре 
[image: image59.wmf]1
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. 

Пример 3. Изобразим на клетчатой бумаге прямоугольники 
[image: image60.wmf]ABCD

 и 
[image: image61.wmf]EFGH

 как это сделано на рисунке 4. 

Для доказательства подобия прямоугольника 
[image: image62.wmf]EFGH

 прямоугольнику 
[image: image63.wmf]ABCD

 построим прямоугольник 
[image: image64.wmf]HDJI

, как на рисунке 5. Тогда прямоугольник 
[image: image65.wmf]HDJI

 равен прямоугольнику 
[image: image66.wmf]ABCD

 и гомотетичен прямоугольнику 
[image: image67.wmf]EFGH

 относительно точки O с коэффициентом 
[image: image68.wmf]2
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Однако, для тех же прямоугольников 
[image: image69.wmf]ABCD

 и 
[image: image70.wmf]EFGH

 можно построить и прямоугольник 
[image: image71.wmf]KLMD

, как на рисунке 6. В этом случае прямоугольник 
[image: image72.wmf]KLMD

 равен прямоугольнику 
[image: image73.wmf]EFGH

 и гомотетичен прямоугольнику 
[image: image74.wmf]ABCD

 относительно точки 
[image: image75.wmf]x

 с коэффициентом 
[image: image76.wmf]1
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. Следовательно, по определению прямоугольник 
[image: image77.wmf]ABCD

 подобен прямоугольнику 
[image: image78.wmf]EFGH

. 

В результате получаем, что в рассматриваемом примере прямоугольник 
[image: image79.wmf]EFGH

 подобен прямоугольнику 
[image: image80.wmf]ABCD

, а прямоугольник 
[image: image81.wmf]ABCD

 подобен прямоугольнику 
[image: image82.wmf]EFGH

. Следовательно, данные прямоугольники взаимно подобны. 
Аналогичное свойство выполняется и в общем случае: 
если фигура 
[image: image83.wmf]1

F

 подобна фигуре 
[image: image84.wmf]2

F

, rn и фигура 
[image: image85.wmf]2

F

 подобна фигуре 
[image: image86.wmf]1

F

. 

Мы это свойство принимаем без доказательства. Такое свойство позволяет говорить о взаимном подобии фигур 
[image: image87.wmf]1
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 и 
[image: image88.wmf]2
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. 

Для записи подобия двух фигур используется знак 
[image: image89.wmf]:

. Если фигуры 
[image: image90.wmf]1
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 и 
[image: image91.wmf]2
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 подобны, то это можно записать как F1 ~ F2. 

5. Пусть фигуры 
[image: image92.wmf]1

F

 и 
[image: image93.wmf]2

F

 подобны и для фигуры 
[image: image94.wmf]2

F

 найдена гомотетичная ей фигура 
[image: image95.wmf]3
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, которая равна фигуре 
[image: image96.wmf]1
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. 

Возьмем произвольные точки 
[image: image97.wmf]2
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, 
[image: image98.wmf]y

 фигуры 
[image: image99.wmf]2

F

. Им отвечают гомотетичные точки 
[image: image100.wmf]3

x

, 
[image: image101.wmf]3
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 фигуры 
[image: image102.wmf]3
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. При совмещении фигуры 
[image: image103.wmf]3
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 с фигурой 
[image: image104.wmf]1
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 точки 
[image: image105.wmf]3
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, 
[image: image106.wmf]3
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 перейдут в некоторые точки 
[image: image107.wmf]1

x

, 
[image: image108.wmf]1

y

 фигуры 
[image: image109.wmf]1

F

 (рисунок 7). 

Пусть коэффициент гомотетии, переводящей 
[image: image110.wmf]3

F

 в 
[image: image111.wmf]2
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, равен 
[image: image112.wmf]k

. Тогда из равенства 
[image: image113.wmf]3311
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 имеем 
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Таким образом, если фигуры 
[image: image115.wmf]1
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 и 
[image: image116.wmf]2

F

 подобны, это каждой паре точек 
[image: image117.wmf]1
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, 
[image: image118.wmf]1
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 первой фигуры отвечает пара точек 
[image: image119.wmf]2
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, 
[image: image120.wmf]2

y

 другой фигуры так, что отношение 



[image: image121.wmf]22

11

xy

xy


постоянно. 

Это свойство позволяет рассматривать не только подобие фигур, но и преобразования плоскости, которые называются преобразованиями подобия. 

Преобразования плоскости, которое получаются последовательным выполнением сначала данного перемещения, а затем данной гомотетии, называется преобразованием подобия. 

Коэффициент гомотетии называется коэффициентом преобразования подобия. 

Преобразование подобия каждую фигуру переводит в подобную ей фигуру. 

Можно доказать, что последовательное выполнение преобразований подобия так же является преобразованием подобия. Это доказательство непростое и мы его приводить не будем. 

6. Рефлексивность, симметричность, транзитивность подобия фигур.
Понятие подобия фигур обладает свойствами, аналогичными свойствам равенства. 

1. Любая фигура 
[image: image122.wmf]F

 подобна самой себе. 
Действительно фигура 
[image: image123.wmf]F

 гомотетична самой себе по определению и, значит, подобна самой себе. 

2. Если фигура 
[image: image124.wmf]S

 подобна фигуре 
[image: image125.wmf]T

, то фигура 
[image: image126.wmf]T

 подобна фигуре 
[image: image127.wmf]S

. 
Это свойство рассматривалось в п. 4. 

3. Если фигура 
[image: image128.wmf]S

 подобна фигуре 
[image: image129.wmf]T

 и фигура 
[image: image130.wmf]T

 подобна фигуре 
[image: image131.wmf]U

, то фигуры 
[image: image132.wmf]S

 и 
[image: image133.wmf]U

 подобны между собой. 

Запишем эти свойства в кратком виде. 

1. F ~ F для каждой фигуры
[image: image134.wmf]F

. 

2. Если S ~ T, то T ~ S. 

3. Если S ~ T и T ~ U, то S ~ U.
Свойство 3 мы не будем доказывать. 

Контрольные вопросы

1. Какие фигуры называются подобными? 

2. Что называется коэффициентом подобия подобных фигур 
[image: image135.wmf]F

 и 
[image: image136.wmf]1

F

? 

3. Будут ли равные фигуры 
[image: image137.wmf]F

 и 
[image: image138.wmf]1

F

 подобны между собой? 

4. Пусть фигура 
[image: image139.wmf]F

 подобна фигуре 
[image: image140.wmf]1

F

. Будет ли фигура 
[image: image141.wmf]1

F

 подобна фигуре 
[image: image142.wmf]F

? 

5. Пусть фигуры 
[image: image143.wmf]F

 и 
[image: image144.wmf]1

F

 подобны с коэффициентом 
[image: image145.wmf]k

. Известно, что паре точек 
[image: image146.wmf]x

 и 
[image: image147.wmf]y

 фигуры 
[image: image148.wmf]F

 при преобразовании подобия отвечает пара точек 
[image: image149.wmf]1
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, 
[image: image150.wmf]1
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 фигуры 
[image: image151.wmf]1
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. Чему равно отношение 

[image: image152.wmf]11
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6. Докажите, что отношение 
[image: image153.wmf]11
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 из вопроса 5 не зависит от выбора точек 
[image: image154.wmf]x

, 
[image: image155.wmf]y

. 

7. Что такое преобразование подобия плоскости? 

8. Как доказать, что гомотетия является преобразованием подобия? 

9. Какие свойства подобия фигур, аналогичные свойствам равенства фигур, Вы знаете? 

Задачи и упражнения

1. Докажите, что любые два равносторонних треугольника подобны. 

2. Докажите, что два равнобедренных треугольника с одинаковыми углами при вершине всегда подобны. 

3. При каком условии два прямоугольника подобны между собой? 

4.*В каком случае данная дуга 
[image: image156.wmf]AB

 окружности радиуса 
[image: image157.wmf]R

 подобна другой данной дуге 
[image: image158.wmf]CD

 окружности радиуса 
[image: image159.wmf]r

? 

5. Докажите, что два равнобедренных прямоугольных треугольника подобны. 

6. Докажите, что два квадрата подобны. 

7.* Докажите, что два равных угла подобны. 

8.* Докажите, что два правильных шестиугольника подобны. 

9.* Докажите, что два ромба с острым углом в 
[image: image160.wmf]60

o

 подобны. 

10. Докажите, что если два прямоугольника подобны, то углы между их диагоналями равны. 

11. Докажите, что стороны подобных треугольников относятся как периметры этих треугольников. 

12.* Пусть треугольник 
[image: image161.wmf]ABC

 подобен треугольнику 
[image: image162.wmf]111

ABC

. Как связаны между собой углы треугольника 
[image: image163.wmf]ABC

 и 
[image: image164.wmf]111
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? 

13.* Пусть прямоугольный треугольник 
[image: image165.wmf]ABC

 подобен треугольнику 
[image: image166.wmf]111

ABC

. Докажите, что треугольник 
[image: image167.wmf]111
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 прямоугольный. 

14. Пусть равнобедренный треугольник 
[image: image168.wmf]ABC

 подобен треугольнику 
[image: image169.wmf]111

ABC

. Докажите, что треугольник 
[image: image170.wmf]111

ABC

 — равнобедренный. 
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