08-07-03. Умножение и деление алгебраических дробей
1. Правило умножения дробей. 
Вспомним, что при умножении числовых дробей получается дробь, у которой числитель равен произведению числителей сомножителей, а знаменатель равен произведению знаменателей сомножителей. 

Алгебраические дроби умножаются по такому же правилу: нужно перемножить числители сомножителей и записать в числитель произведения, а затем перемножить знаменатели сомножителей и записать в знаменатель произведения. Для алгебраических дробей от одной переменной, например 
[image: image1.wmf]z

, это правило будет выглядеть так: 
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Пример 1.
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Полученное равенство выполняется при тех значениях 
[image: image5.wmf]x

, при которых оба сомножителя определены. Так как дробь 
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 определена на множестве 
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, а дробь 
[image: image8.wmf]2

1

++

xx

x

 определена на множестве 
[image: image9.wmf](0)(1)

-¥;È;¥

, то их произведение определено на множестве, которое можно записать в виде 
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2.** Область определения произведения дробей.
Рассмотрим дробь 
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, определенную на множестве 
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, и дробь 
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, определенную на множестве 
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. Докажем, что на пересечении 
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 множеств 
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 и 
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 выполняется тождественное равенство 
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Действительно, пусть 
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, а поэтому числовые дроби 
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 определены. Умножая эти дроби по правилу умножения дробей, получаем 
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3. Правило деления дробей.
Возьмем две числовые дроби 
[image: image25.wmf]m
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 и 
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. Частное от деления первой дроби на вторую определяется только в том случае, когда делитель 
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 отличен от нуля. Тогда 
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По аналогичному правилу определяется частное от деления одной алгебраической дроби на другую алгебраическую дробь. 

Пример 2. 
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Пример 3. 
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Пример 4. 
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Получив в этих примерах частное, далее можно выполнять сокращение. 

4. Условия, при которых определено отношение двух дробей.
При делении алгебраических дробей следует очень внимательно относиться к нахождению области определения частного. Дело в том, что при этом нужно учитывать три условия. А именно, частное двух алгебраических  дробей определено при таких значениях переменных, при которых одновременно выполняются следующие условия: 

1) делимое определено; 

2) делитель определен; 

3) значение делителя отлично от нуля. 
Пример 5. Найдем область определения частного 
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. Для этого решим следующие четыре задачи. I. Дробь 
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. После этого получаем, что делимое определено при 
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 из множества 
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. II. Дробь 
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. После этого получаем, что делитель определен при 
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 из множества 
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. III. Значение дроби 
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. Поэтому искомое частное не определено при 
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IV. Выберем значения переменной 
[image: image55.wmf]x

, которое одновременно удовлетворяют условиям, найденным в трех предыдущих задачах. В результате получим, что искомое частное определено при 
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Таким образом, равенства 
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определены при 
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5.* «Многоэтажные» алгебраические дроби.
Для записи частного иногда используется дробная черта. При записи в таком виде частного двух алгебраических дробей получаются многоэтажные дроби. Например, если частное 
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 записать с помощью дробной черты, то получим следующее выражение: 
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Заметим, что если не поставить скобки, которые содержат делимое и делитель, то это может привести к различному пониманию смысла полученной записи. Например, выражения 
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равны различным алгебраическим дробям, однако, при опускании скобок получается одна и та же запись. 
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Знак « : » для обозначения деления позволяет избавиться от многоэтажной дроби и однозначно воспринимать получившуюся запись. 
6. Иногда в задачах известные величины обозначаются буквами (переменными). Это позволяет получить ответ в виде формулы, по которой при конкретных значениях переменных можно сразу вычислить конкретное значение ответа. 

Пример 6. Автомобиль проехал расстояние от 
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 до 
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 часов. За какое время пешеход пройдет расстояние от 
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Решение. Обозначим через 
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 (км) расстояние от 
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. Двигаясь со скоростью 
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. Таким образом, время 
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 движения пешехода выражается формулой 
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 и при конкретных значениях переменных позволяет сразу вычислять ответ. Например, при 
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7.** Деление многочлена на многочлен приходится выполнять при решении некоторых линейных уравнений с параметром. Но так как такое деление при некоторых значениях параметра может оказаться невозможным, то приходится отдельно рассматривать особые случаи. 

Пример 7. Решим уравнение 
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 относительно неизвестной 
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Решение. Область определения выражений, которые входят в уравнение, задается условием 
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. При этих значениях 
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Если 
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При 
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. Поэтому каждое число является корнем данного уравнения. 

Таким образом, окончательный ответ выглядит так: 

при 
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при остальных значениях 
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 уравнение имеет единственный корень 
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Контрольные вопросы 

1. Как умножить две алгебраические дроби?

2. Как найти область определения произведения двух алгебраических дробей? 

3. Как разделить одну алгебраическую дробь на другую алгебраическую дробь? 

4. Как найти область определения частного двух алгебраических дробей? 

5. Как записать частное двух алгебраических дробей, используя дробную черту? 
Задачи и упражнения

1. Выполните действия:
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2. Решите уравнение. 
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3. Петя может покрасить дом за 4 дня, а Вася за 5 дней. За какое время Петя и Вася покрасят дом вместе? 

4. Одно число на два больше другого числа. Найдите эти числа, если частное от деления большего числа на меньшее число в 3 раза больше частного от деления меньшего числа на большее число. 

5. Одно число на 5 меньше другого числа. Найдите эти числа, если частное от деления большего числа на меньшее число в 6 раз больше частного от деления меньшего числа на большее число. 

6. Числитель дроби на 2 меньше ее знаменателя. Если числитель дроби уменьшить в 3 раза, а к знаменателю прибавить 3, то получится дробь, равная 
[image: image168.wmf]1

8

. Найдите данную дробь. 

7. Одно из чисел на 12 больше другого. Если меньшее число разделить на 7, а большее разделить на 5, то первое частное будет на 4 меньше второго. Найдите эти числа. 

8. Расстояние между пунктами 
[image: image169.wmf]A

 и 
[image: image170.wmf]B

 равно 50 км. Из пункта 
[image: image171.wmf]A

 в пункт 
[image: image172.wmf]B

 выехал велосипедист, а через 1 час 30 мин за ним отправился мотоциклист, который прибыл в пункт 
[image: image173.wmf]B

 на час раньше велосипедиста. Найти скорость каждого, зная, что мотоциклист двигался со скоростью в 2,5 раза большей, чем велосипедист. 

9. Путь от 
[image: image174.wmf]A

 до 
[image: image175.wmf]B

 по морю на 10 км короче, чем по шоссе. Пароход плывет от 
[image: image176.wmf]A

 до 
[image: image177.wmf]B

 за 3 часа 20 минут, автомобиль едет из 
[image: image178.wmf]A

 в 
[image: image179.wmf]B

 2 часа. Определите скорость автомобиля и парохода, если скорость парохода на 17 км/час меньше скорости автомобиля. 

10. Переднее колесо повозки сделало на 15 оборотов больше заднего. Окружность переднего колеса 2,5 м, заднего 4 м. Сколько оборотов сделало каждое колесо и какое расстояние проехала повозка? 

11. Заказ по выпуску машин завод должен был выполнить за 15 дней. Но за 2 дня до срока завод не только выполнил план, но выпустил дополнительно еще 6 машин, так как ежедневно выпускал по две машины сверх плана. Сколько машин завод должен был выпустить по заказу? 

12. Чтобы перепечатать рукопись в 71 страницу, две машинистки работали вместе 4 часа, а после этого вторая машинистка работала одна 
[image: image180.wmf]1

2
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 часа. Если бы обе машинистки работали вместе 
[image: image181.wmf]3

4

4

 часа, то вторая машинистка закончила бы работу за час. Сколько страниц в час перепечатывает каждая машинистка? 

13. На 
[image: image182.wmf]m

 рублей куплено 
[image: image183.wmf]d

 килограммов кофе двух сортов по 
[image: image184.wmf]a

 и по 
[image: image185.wmf]b

 рублей за кг. Сколько килограммов кофе каждого сорта закуплено? 

14. Окружность переднего колеса трактора 
[image: image186.wmf]k

 метров, заднего 
[image: image187.wmf]l

 метров. На каком расстоянии переднее колесо сделает на n оборотов больше, чем заднее? 

15. Двое рабочих вместе могут выполнить заказ за 
[image: image188.wmf]t

 дней. Первый рабочий может один сделать эту работу за 
[image: image189.wmf]a

 дней. За сколько дней эту работу может сделать второй рабочий? 

16. Из города 
[image: image190.wmf]A

 со скоростью 
[image: image191.wmf]V

 км/час выехал велосипедист. Через 
[image: image192.wmf]t

 часов за ним выехал мотоциклист со скоростью 
[image: image193.wmf]W

 км/час, причем 
[image: image194.wmf]>
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. Через сколько часов и на каком расстоянии от 
[image: image195.wmf]A

 мотоциклист догонит велосипедиста? 

17. (Старинная задача). Пифагор на вопрос о числе учеников в его школе ответил, по преданию, так: Половина учеников изучает математику, четверть музыку, седьмая часть пребывает в молчании, и, кроме того, есть еще и три женщины. Сколько было учеников у Пифагора? 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 16. Указание. Составим систему уравнений. Пусть 
[image: image196.wmf]1

x

 — число килограммов кофе первого сорта, 
[image: image197.wmf]2

x

 — число килограммов кофе второго сорта. Тогда 
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. Выразим из первого уравнения величину 
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 через 
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 и 
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 и подставим во второе уравнение. В результате получим 
[image: image203.wmf]11
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, то есть цены одинаковые, то при 
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 решений нет, а при 
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 решение может быть любым для значения 
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x

, взятом от 0 до 
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, в этом случае 
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 до 
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. Если 
[image: image214.wmf]ab

¹
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, и решение существует, если эти значения 
[image: image217.wmf]1
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 и 
[image: image218.wmf]2

x

 неотрицательны. 

Задача 17. Указание. Традиционно у колесного трактора заднее колесо больше переднего, иначе и задача теряет смысл, поэтому 
[image: image219.wmf]kl

>

. Пусть 
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 — искомое расстояние. Тогда 
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 — это число оборотов переднего колеса, 
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 — число оборотов заднего колеса. Из условия задачи получаем равенство 
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[image: image225.wmf]()

nlk

kl

s

-

=

, т. к. по условию 
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Задача 18. Указание. Пусть 
[image: image227.wmf]1
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 — производительность труда первого рабочего в час, 
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 — производительность труда второго рабочего в час, 
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 — объем заказа. Тогда 
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, перепишем равенство для обратных величин: 
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, что не соответствует реальному смыслу. Если 
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, то есть второй рабочий не работает, и вопрос задачи теряет смысл. Поэтому 
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Задача 19. Указание. Пусть 
[image: image245.wmf]S

 — искомое расстояние, 
[image: image246.wmf]a

 — искомое время. Тогда 
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. Из условия задачи следует, что 
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Задача 20. Указание. Пусть 
[image: image258.wmf]x

 — число учеников. Тогда 
[image: image259.wmf]247
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