Тема 8 «Связанные векторы»
Цель темы – определить радиусы-векторы точек на плоскости, связать изображение радиуса-вектора с прямоугольной системой координат, определить операции сложения векторов и умножения вектора на число, выработать у учащихся начальные навыки действий с векторами, в ознакомительном плане по аналогии рассмотреть связанные векторы в пространстве.
Вы познакомитесь с векторами на плоскости, с операциями сложения векторов и умножения вектора на число, узнаете, как раскладывать вектор на сумму составляющих по двум направлениям. В конце главы будет приведено описание прямоугольной системы координат в пространстве. 

08-08-01. Связанный вектор и его координаты

1. Направленные отрезки.
Выберем на плоскости некоторую точку 
[image: image1.wmf]O

. Тогда для каждой точки 
[image: image2.wmf]M

 плоскости, отличной от точки 
[image: image3.wmf]O

, можно определить направленный отрезок, считая точку 
[image: image4.wmf]O

 началом этого направленного отрезка, а точку 
[image: image5.wmf]M

 его концом. 

Направленный отрезок обычно изображают отрезком со стрелкой, поставленной у его конца (рисунок 1). 

Например, если к лежащему на столе грузу привязать резинку, то растягивая эту резинку вдоль стола в некотором направлении, мы получаем направленный отрезок с началом в точке прикрепления резинки к грузу и с концом в той точке, в которую натянута резинка. Растягивая 08-02.pcx резинку в разных направлениях на разные расстояния, мы будем получать различные направленные отрезки с началом в одной и той же точке (рисунок 2). 

Направленным отрезком удобно указывать результат смещения предметов относительно фиксированной точки. Например, маршрут каждого самолета, вылетающего из Москвы в другой город, можно представить на карте России в виде направленного отрезка с началом в Москве. Изображая эти маршруты на карте, мы получаем различные направленные отрезки с началом в Москве. 

2. Вектор, связанный с точкой О. Обозначение связанного вектора. Радиус-вектор точки. Нулевой вектор.
Зафиксируем на плоскости точку 
[image: image6.wmf]O

. Для каждой точки 
[image: image7.wmf]M

 направленный отрезок с началом 
[image: image8.wmf]O

 и концом 
[image: image9.wmf]M

 называется вектором, связанным с точкой 
[image: image10.wmf]O

 и обозначается 
[image: image11.wmf]OM

. 

Обычно из текста ясно, какая точка выбрана в качестве начала. Поэтому вектор, связанный с точкой 
[image: image12.wmf]O

, для краткости называют связанным вектором или еще короче — вектором. 

Иногда вектор 
[image: image13.wmf]OM

, связанный с точкой 
[image: image14.wmf]O

, называют радиус-вектором точки 
[image: image15.wmf]M

. 

При фиксированном выборе начала 
[image: image16.wmf]O

 каждой точке 
[image: image17.wmf]M

, отличной от точки 
[image: image18.wmf]O

, соответствует только один радиус-вектор 
[image: image19.wmf]OM

. 

Для удобства вводят также радиус-вектор 
[image: image20.wmf]OO

, конец которого совпадает с началом. Этот вектор называют нулевым вектором и обозначают 
[image: image21.wmf]O

. 

При выборе начала 
[image: image22.wmf]O

 каждой точке 
[image: image23.wmf]M

 плоскости, отличной от точки 
[image: image24.wmf]O

, соответствует только один вектор 
[image: image25.wmf]OM

. Будем считать, что точке 
[image: image26.wmf]O

 соответствует нулевой вектор, у которого начало и конец совпадают с точкой 
[image: image27.wmf]O

. Нулевой вектор записывают в виде 
[image: image28.wmf]O

. 

3. Длина и направление вектора.

Каждый ненулевой связанный вектор характеризуется длиной и направлением. 

Длина вектора 
[image: image29.wmf]OM

 определяется как длина отрезка 
[image: image30.wmf]OM

. Нулевой вектор по определению имеет длину, равную нулю. 

Длина вектора 
[image: image31.wmf]OM

 обозначается 
[image: image32.wmf]||
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. 

Для задания направления вектора, связанного с точкой 
[image: image33.wmf]O

, рассмотрим вспомогательную окружность 
[image: image34.wmf]S

 единичного радиуса с центром 
[image: image35.wmf]O

. Пусть 
[image: image36.wmf]M

 — точка плоскости, отличная от точки 
[image: image37.wmf]O

. Тогда луч 
[image: image38.wmf]OM

 пересекает окружность 
[image: image39.wmf]S

 в единственной точке 
[image: image40.wmf]F

. Поставим в соответствие вектору 
[image: image41.wmf]OM

 точку 
[image: image42.wmf]F

 окружности 
[image: image43.wmf]S

 и будем говорить, что точка 
[image: image44.wmf]F

 задает направление вектора 
[image: image45.wmf]OM

. 

Два вектора 
[image: image46.wmf]OM

 и 
[image: image47.wmf]ON

 по определению имеют одинаковое направление, если им соответствует одна и та же точка окружности 
[image: image48.wmf]S

, и имеют различные направления, если им соответствуют разные точки окружности 
[image: image49.wmf]S

. 

Векторы, имеющие одинаковое направление, иногда называют сонаправленными. 

Приведенному определению направления связанного вектора соответствует задание направления на поверхности Земли с помощью компаса. Стрелка компаса всегда указывает на север. Поэтому любое направление можно указать отклонением от направления на север. Для этого у компаса по окружности наносится шкала, на которой единичному делению соответствует 
[image: image50.wmf]1
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 часть всей окружности. Обычно на компасе отметка 90 соответствует направлению на восток, отметка 180 — направлению на юг, и отметка 270 — направлению на запад. 

Направление нулевого вектора не определяют. 

4. Противоположно направленные векторы, связанные с одной точкой.
Пусть точки 
[image: image51.wmf]M

 и 
[image: image52.wmf]N

 таким образом взяты на прямой, проходящей через точку 
[image: image53.wmf]O

, что они принадлежат разным лучам с началом 
[image: image54.wmf]O

. Другими словами, точки 
[image: image55.wmf]M

 и 
[image: image56.wmf]N

 лежат на прямой по разные стороны от 
[image: image57.wmf]O

. В этом случае направления векторов 
[image: image58.wmf]OM

 и 
[image: image59.wmf]ON

, связанных с точкой 
[image: image60.wmf]O

, называют противоположными, а сами векторы — противоположно направленными. 

5. Координаты вектора, связанного с началом системы координат.
Наличие на плоскости системы координат позволяет определить координаты вектора. 

Рассмотрим векторы, связанные с точкой 
[image: image61.wmf]O

, и прямоугольную систему координат 
[image: image62.wmf]xOy

, начало которой совпадает с точкой 
[image: image63.wmf]O

. 

Координатами вектора 
[image: image64.wmf]OM

 в прямоугольной системе координат 
[image: image65.wmf]xOy

 называются координаты точки 
[image: image66.wmf]M

. 
Если точка 
[image: image67.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image68.wmf]()
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, то координаты вектора 
[image: image69.wmf]OM

 записывают точно так же: 
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Число 
[image: image71.wmf]a

 называют первой координатой вектора 
[image: image72.wmf]OM

, а число 
[image: image73.wmf]b

 — второй координатой. 

Таким образом, в прямоугольной системе координат вектор, связанный с началом координат, можно представлять как пару чисел 
[image: image74.wmf]()

,
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 из координат этого вектора. Поэтому иногда упорядоченную пару чисел будем также называть вектором. 

6. Пропорциональность координат одинаково направленных векторов.
Пусть два связанных вектора 
[image: image75.wmf]OM

 и 
[image: image76.wmf]ON

 одинаково направлены. Докажем, что координаты вектора 
[image: image77.wmf]ON

 пропорциональны соответствующим координатам вектора 
[image: image78.wmf]OM

 с коэффициентом пропорциональности 
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Доказательство. Так как векторы 
[image: image80.wmf]OM

 и 
[image: image81.wmf]ON

 одинаково направлены, то лучи 
[image: image82.wmf]OM

 и 
[image: image83.wmf]ON

 совпадают. Следовательно, точки 
[image: image84.wmf]M

 и 
[image: image85.wmf]N

 лежат на одном луче с началом 
[image: image86.wmf]O

. Поэтому точка 
[image: image87.wmf]N

 получается из точки 
[image: image88.wmf]M

 гомотетией с центром 
[image: image89.wmf]O

 и коэффициентом 
[image: image90.wmf]=||:||

kONOM

. Как было показано в четвертой главе, при гомотетии с центром в начале системы координат координаты точек преобразуются по формулам 
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где 
[image: image92.wmf]k

 — коэффициент гомотетии (рисунок 7). Следовательно, если точка 
[image: image93.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image94.wmf]()
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, то точка 
[image: image95.wmf]N

 имеет координаты 
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. Так как 
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 и 
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, то пропорциональность координат доказана.
7. Задание траектории движения точки с помощью радиусов-векторов.
С помощью радиус-векторов можно задавать траектории движения точки на плоскости.
Допустим, что из точки 
[image: image99.wmf]O

 мы в течение промежутка времени от 
[image: image100.wmf]1
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 до 
[image: image101.wmf]2
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 наблюдаем движущуюся точку. Тогда каждому 
[image: image102.wmf]t

 из промежутка 
[image: image103.wmf]12
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 соответствует точка 
[image: image104.wmf]t
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 — положение движущейся точки в момент времени 
[image: image105.wmf]t

. Точке 
[image: image106.wmf]t

M

 однозначно соответствует радиус — вектор 
[image: image107.wmf]t
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 (рисунок 8). Зависимость вектора 
[image: image108.wmf]t
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 от переменной 
[image: image109.wmf]t

 и определяет траекторию движущейся точки. 

В прямоугольной системе координат 
[image: image110.wmf]xOy

 для каждого значения 
[image: image111.wmf]t

 вектор 
[image: image112.wmf]t

OM

 имеет координаты, причем первая координата зависит от 
[image: image113.wmf]t

 и вторая координата зависит от 
[image: image114.wmf]t

. Обозначим через 
[image: image115.wmf]()
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 значение первой координаты и через 
[image: image116.wmf]()
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 значение второй координаты вектора 
[image: image117.wmf]t
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 в момент времени 
[image: image118.wmf]t

. Тогда 
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Тем самым две числовые функции определяют координаты радиус-вектора, соответствующего положению движущейся точки. 

Пример 1. Пусть для 
[image: image120.wmf]t

 из промежутка [0;4] положение движущейся точки определяется радиус — вектором 
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В этом случае для определения траектории движения нужно на координатной плоскости для 
[image: image122.wmf][04]
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 поставить точки с координатами 
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. Если обозначим 
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 и 
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, то получим 
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. Следовательно, траекторией движения точки будет часть графика функции 
[image: image127.wmf]2
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 для 
[image: image128.wmf]x

 из промежутка [0;4] (рисунок 9). 

Пример 2. Пусть для 
[image: image129.wmf]s

 из промежутка [1,6] положение движущейся точки определяется радиус-вектором 
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Обозначим 
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 и 
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. Тогда 
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. Следовательно, траекторией движения точки будет часть графика функции 
[image: image134.wmf]12
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 для 
[image: image135.wmf]x

 из промежутка [1,6] (рисунок 10). 

Контрольные вопросы
1. Как показывают примеры из предыдущего пункта, траектория движения точки может изобразить кривую на плоскости. Это позволяет задавать кривые и изучать их свойства с помощью радиус- векторов. 

2. Какую кривую определяет радиус-вектор 
[image: image136.wmf]2
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 для 
[image: image137.wmf]t

 из промежутка 
[image: image138.wmf][0)
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3. Что такое направленный отрезок? 

4. Определите начало и конец направленного отрезка. 

5. Приведите примеры направленных отрезков.

6. Дайте определение вектора, связанного с точкой 
[image: image139.wmf]O

. 

7. Что такое радиус-вектор точки 
[image: image140.wmf]M

? 

8. Дайте определение нулевого вектора. 

9. Определите длину вектора. 

10. Дайте определение направления вектора, связанного с точкой 
[image: image141.wmf]O

. 

11. В каком случае два вектора имеют одинаковую длину? 

12. В каком случае два вектора имеют одинаковое направление? 

13. В каком случае мы говорим, что вектора 
[image: image142.wmf]OM

 и 
[image: image143.wmf]ON

 противоположно направлены? 

14. Как связаны между собой координаты точки 
[image: image144.wmf]M

 на координатной плоскости 
[image: image145.wmf]xOy

 и координаты вектора 
[image: image146.wmf]OM

? 

15. Как связаны между собой координаты двух одинаково направленных векторов? 

16. Поясните как с помощью радиус – вектора 
[image: image147.wmf]t
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 можно задавать траекторию движения точки, кривую на плоскости. 

Задачи и упражнения

1. Выберите точку 
[image: image148.wmf]O

 на плоскости. Нарисуйте несколько векторов, связанных с точкой 
[image: image149.wmf]O

. 

2. Найдите Г.М.Т. 
[image: image150.wmf]M

 — концов векторов 
[image: image151.wmf]OM

, если 

а) 
[image: image152.wmf]1
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; б) 
[image: image153.wmf]2
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3. Найдите Г.М.Т. 
[image: image154.wmf]M

 — концов векторов 
[image: image155.wmf]OM

, если все 
[image: image156.wmf]OM

 сонаправлены. 

4. Найдите Г.М.Т. 
[image: image157.wmf]M

 — концов векторов 
[image: image158.wmf]OM

, если известно, что любые два из них либо сонаправлены, либо противоположно направлены. 

5. Нарисуйте на координатной плоскости вектора с координатами: 

б) а) (1,1); в) (0,2); (1,0); 

д) г) (-1,3); е) (-2,-2). (4,-2); 

6. Какие координаты имеет вектор, сонаправленный с векторами: 

б) а) (1,0); в) (1,1); (0,1); 

ж) г) (-1,-1); з) (1,-1). (-1,1); 

7. Что можно сказать о координатах вектора 
[image: image159.wmf]OM

, если точка 
[image: image160.wmf]M

 лежит: 

а) на оси 
[image: image161.wmf]Ox

б) на оси ; 
[image: image162.wmf]Oy

; 

в) в I четверти координатной плоскости; 

г) во II четверти координатной плоскости; 

д) в III четверти координатной плоскости; 

е) в IV четверти координатной плоскости? 

8. Пусть для 
[image: image163.wmf]t

 из отрезка [1,5] положение движущейся точки определяется радиусом – вектором 
[image: image164.wmf]t
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. Найдите траекторию движения точки, если: 

а) 
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д) ; 
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е) ; 
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9. Пусть для t из отрезка [0,2] положение движущейся точки определяется радиусом — вектором 
[image: image171.wmf]t
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. Найдите траекторию движения, если: 

а) 
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г) 
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10. Пусть для 
[image: image178.wmf]t

 из промежутка [-1,1] положение движущейся точки определяется радиус — вектором 
[image: image179.wmf]t
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. Найдите траекторию движения если: 

а) 
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Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 9. Указание. Обозначим через 
[image: image188.wmf]()
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;

 координаты точки 
[image: image189.wmf]t
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. Тогда в каждой из задач получаем следующее: 

а) 
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, это часть параболы; 

б) 
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 для 
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, это также часть параболы; 

в) 
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 для 
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, это часть графика функции 
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, то есть также часть параболы; 

г) 
[image: image197.wmf]yx
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 для 
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; если предполагать, что значения 
[image: image199.wmf]t

 изменяются от 0 до 2, то соответствующие значения 
[image: image200.wmf]x

 будут изменяться от 0 до 
[image: image201.wmf](4)
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, то есть траектория движения также часть параболы; 

д) 
[image: image202.wmf]yx
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 для 
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, это отрезок; 

е) 
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 для 
[image: image205.wmf]02
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, это часть параболы. 

Задача 10. Указание. Обозначим через 
[image: image206.wmf]()
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;

 координаты точки 
[image: image207.wmf]t
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. Тогда в каждой из задач получаем следующее: 

а) 
[image: image208.wmf]1
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 для 
[image: image209.wmf]11
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, это часть одной ветви гиперболы; 

б) 
[image: image210.wmf]1
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 для 
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, 
[image: image212.wmf]0
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 это части двух ветвей гиперболы; 

в) в этой задаче получается равенство 
[image: image213.wmf]2

yx

=

, причем, когда 
[image: image214.wmf]t

 изменяется от 
[image: image215.wmf]1

-

 до 0, то значение 
[image: image216.wmf]x

 изменяется от 1 до 0, а когда 
[image: image217.wmf]t

 изменяется от 0 до 1, то значение 
[image: image218.wmf]x

 изменяется от 0 до 1; следовательно, в этом случае траекторией движения является часть параболы, которая проходится дважды; 

г) в этой задаче получается равенство 
[image: image219.wmf]2

2
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=

, причем, как и в предыдущей задаче, траекторией движения является часть параболы, которая проходится дважды. 
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