08-08-02. Сложение векторов
1. Для удобства векторы, связанные с фиксированной точкой, иногда будем обозначать с помощью одной буквы: 
[image: image1.wmf]a

, 
[image: image2.wmf]b

, 
[image: image3.wmf]x

, и тому подобное. 

Для векторов вводят операцию сложения, причем сумма векторов 
[image: image4.wmf]a

 и 
[image: image5.wmf]b

 обозначается 
[image: image6.wmf]+

ab

. 

В этом пункте рассмотрим случай, когда векторы 
[image: image7.wmf]a

 и 
[image: image8.wmf]b

 имеют одинаковое направление. 

Суммой одинаково направленных векторов 
[image: image9.wmf]a

 и 
[image: image10.wmf]b

 называется вектор 
[image: image11.wmf]c

, имеющий такое же направление, как векторы 
[image: image12.wmf]a

 и 
[image: image13.wmf]b

, длину, равную сумме длин векторов 
[image: image14.wmf]a

 и 
[image: image15.wmf]b

. 
Например, на рисунке 1 вектор 
[image: image16.wmf]OC

 является суммой векторов 
[image: image17.wmf]OA

 и 
[image: image18.wmf]OB

, то есть 
[image: image19.wmf]+=

OAOBOC

. 

Докажем, что при сложении одинаково направленных векторов выполняются следующее правило: 

в прямоугольной системе координат 
[image: image20.wmf]xOy

 координаты суммы двух одинаково направленных векторов, связанных с точкой 
[image: image21.wmf]O

, равны сумме соответствующих координат слагаемых. 
Доказательство. Пусть вектор 
[image: image22.wmf]OA

 длиной 
[image: image23.wmf]m

 имеет координаты 
[image: image24.wmf]11
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, сонаправленный с ним вектор 
[image: image25.wmf]OB

 длиной 
[image: image26.wmf]n

 имеет координаты 
[image: image27.wmf]22
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;

xy

, а сонаправленный с ними вектор 
[image: image28.wmf]=+

OCOAOB

 длины 
[image: image29.wmf]+

mn

 имеет координаты 
[image: image30.wmf]33
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;
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 (рисунок 2). Из пункта 1.6. следует, что координаты вектора 
[image: image31.wmf]OB

 пропорциональны координатам вектора 
[image: image32.wmf]OA

 с коэффициентом 
[image: image33.wmf]n

m

, то есть 



[image: image34.wmf]2121
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Аналогично, координаты вектора 
[image: image35.wmf]OC

 пропорциональны координатам вектора 
[image: image36.wmf]OA

 с коэффициентом 
[image: image37.wmf]+

mn

n

, то есть 
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Отсюда следует, что 
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[image: image40.wmf]3111112

1

+

æö

==+=+=+.

ç÷

èø

mnnn

yyyyyyy

nmm


2. В общем случае сумма двух связанных векторов определяется таким образом, чтобы сохранялось правило, установленное в предыдущем пункте: 

координаты суммы двух векторов равны сумме соответствующих координат слагаемых. 
По этому правилу в прямоугольной системе координат можно сложить любые два вектора 
[image: image41.wmf]a

 и 
[image: image42.wmf]b

 с известными координатами. 

Пример 1. Пусть 
[image: image43.wmf](32)

==;

aOA

, 
[image: image44.wmf](13)

==;-

bOB

 (рисунок 3). Тогда по правилу сложения векторов [15]52.06mm62.56mmg8-08-14.pcx 



[image: image45.wmf](3123)(41)
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Этот вектор изображен на рисунке 3 как вектор 
[image: image46.wmf]OC

. 

Пример 2. Пусть 
[image: image47.wmf](20)

==;

aOM

, 
[image: image48.wmf](03)

==;-

bON

 (рисунок 4). Тогда по правилу сложения векторов 



[image: image49.wmf](2003)(23)
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Этот вектор изображен на рисунке 4 как вектор 
[image: image50.wmf]OK

. 

Пример 3. Пусть 
[image: image51.wmf](34)

==-;

aOP

, 
[image: image52.wmf](34)

==;-

bOQ

 (рисунок 5). Тогда по правилу сложения векторов 



[image: image53.wmf](3344)(00)
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Следовательно, в этом примере сумма векторов 
[image: image54.wmf]a

 и 
[image: image55.wmf]b

 равна нулевому вектору. 

Пример 4. Пусть 
[image: image56.wmf](12)

==;-

aOC

, 
[image: image57.wmf](00)

==;-

bO

. Тогда по правилу сложения векторов 



[image: image58.wmf](1020)(12)
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Ясно, что для любого вектора 
[image: image59.wmf]a

 



[image: image60.wmf]+=.
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В самом деле, если вектор 
[image: image61.wmf]a

 имеет координаты 
[image: image62.wmf]()
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, то по правилу сложения векторов 



[image: image63.wmf](00)()

+=+;+=;=.

aOmnmna


3. «Правило параллелограмма» сложения связанных векторов.
Возьмем в прямоугольной системе координат 
[image: image64.wmf]xOy

 векторы 
[image: image65.wmf]()

=:

OAab

 и 
[image: image66.wmf]()

=:

OMmn

. Тогда 
[image: image67.wmf]()
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Рассмотрим параллельный перенос, определяемый парой чисел 
[image: image68.wmf]()

;

ab

. При этом параллельном переносе точка 
[image: image69.wmf](00)

;

O

 перейдет в точку с координатами 
[image: image70.wmf](00)()
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, а точка 
[image: image71.wmf]()

;

Mmn

 перейдет в точку с координатами 
[image: image72.wmf]()

+;+

manb

. Следовательно, точка 
[image: image73.wmf]O

 переходит в точку 
[image: image74.wmf]A

, а точка 
[image: image75.wmf]M

 переходит в точку 
[image: image76.wmf]F

. Если точки 
[image: image77.wmf]O

, 
[image: image78.wmf]A

, 
[image: image79.wmf]M

 не лежат на одной прямой, то из свойств параллельного переноса получаем, что четырехугольник 
[image: image80.wmf]OAFM

 – параллелограмм (рисунок 6). Следовательно, в этом случае сумма векторов 
[image: image81.wmf]=

aOA

 и 
[image: image82.wmf]=

bOM

 изображается как диагональ 
[image: image83.wmf]OF

 параллелограмма 
[image: image84.wmf]OAFM

, построенного со сторонами 
[image: image85.wmf]OA

 и 
[image: image86.wmf]OM

. 

Учитывая это свойство, иногда говорят, что связанные векторы складываются по правилу параллелограмма. 

4.** Сложение двух одинаково направленных векторов имеет легко воспринимаемый смысл. Сложение двух векторов 
[image: image87.wmf]OA

 и 
[image: image88.wmf]OB

, не лежащих на одной прямой, нетрудно осуществить с помощью геометрических построений. Действительно, если через точку 
[image: image89.wmf]A

 проведем прямую 
[image: image90.wmf]m

, параллельную 
[image: image91.wmf]OB

, через точку 
[image: image92.wmf]B

 проведем прямую 
[image: image93.wmf]n

, параллельную 
[image: image94.wmf]OA

, и найдем точку 
[image: image95.wmf]P

 пересечения прямых 
[image: image96.wmf]m

 и 
[image: image97.wmf]n

, то 
[image: image98.wmf]OAOBOP
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 (рисунок 7). 

Правило сложения двух противоположно направленных векторов геометрически формулируется сложнее. 

Пусть векторы 
[image: image99.wmf]a

 длиной 
[image: image100.wmf]m

 и 
[image: image101.wmf]b

 длиной 
[image: image102.wmf]n

 противоположно направлены. Тогда вектор 
[image: image103.wmf]+

ab

: 

при 
[image: image104.wmf]=

mn

 равен нулевому вектору; 

при 
[image: image105.wmf]>

mn

 имеет направление вектора 
[image: image106.wmf]a

 и его длина равна 
[image: image107.wmf]-

mn

; 

при 
[image: image108.wmf]<

mn

 имеет направление вектора 
[image: image109.wmf]a

 и его длина равна 
[image: image110.wmf]-

nm

. 
5. Противоположный вектор.
Вектор 
[image: image111.wmf]x

 называется противоположным вектору 
[image: image112.wmf]a

, если 



[image: image113.wmf]+=.

axO


В прямоугольной системе координат для вектора 
[image: image114.wmf]()

=;
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 противоположным вектором является вектор 
[image: image115.wmf]()
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. 

Действительно, вектор 
[image: image116.wmf]O

 имеет координаты (0;0), а поэтому 



[image: image117.wmf]()()(00)
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Вектор 
[image: image118.wmf]x

 противоположный вектору 
[image: image119.wmf]a

 обозначается как 
[image: image120.wmf]-

a

. 

Таким образом, по определению сложения векторов 



[image: image121.wmf]()
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6. Разность векторов.
С помощью противоположных векторов определяется операция вычитания из одного вектора другого вектора. 

Пусть 
[image: image122.wmf]a

 и 
[image: image123.wmf]b

 — векторы, связанные с одной точкой 
[image: image124.wmf]O

. Тогда разностью 
[image: image125.wmf]-

ab

 называется вектор, равный сумме векторов 
[image: image126.wmf]a

 и 
[image: image127.wmf]-

b

. 
Таким образом, по определению имеет место равенство 



[image: image128.wmf]()
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Пример 5. Найдем разность 
[image: image129.wmf]-

OAOB

 для векторов, изображенных на рисунке 8. Для этого найдем точку 
[image: image130.wmf]C

, симметричную точке B относительно начала, и построим параллелограмм 
[image: image131.wmf]OAFC

 (рисунок 9). Тогда 
[image: image132.wmf]=-

OCOB

, 
[image: image133.wmf]=+

OFOAOC

, а поэтому 



[image: image134.wmf]()
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Заметим, что на рисунке 9 четырехугольник 
[image: image135.wmf]OBAF

 — параллелограмм. 

7. Свойства операций над векторами, связанными с фиксированной точкой.
В этом параграфе мы определили операции сложения и вычитания связанных векторов. 

Эти операции удовлетворяют следующим основным свойствам. 

1. 
[image: image136.wmf]+=+
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2. 
[image: image137.wmf]()() 
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3. 
[image: image138.wmf]+=
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Для каждого вектора 
[image: image139.wmf]a

 есть единственный вектор 
[image: image140.wmf]x

, такой, что 



[image: image141.wmf]+=.
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При этом 
[image: image142.wmf]=-

xa

 и 
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[image: image144.wmf]()
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Опираясь на эти свойства, можно получать другие свойства суммы и разности векторов. 

Пример 6. Докажем, что 
[image: image145.wmf]()
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Доказательство. По определению 
[image: image146.wmf]()(())
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. Теперь рассмотрим сумму 
[image: image147.wmf]()()
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. Основные свойства позволяют выполнить следующие преобразования: 
[image: image148.wmf]()()()(())(())
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Так как вектор имеет единственный противоположный, то из равенств 



[image: image149.wmf]()(())0
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и 
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следует, что 
[image: image151.wmf]()
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8. Перечисленные в предыдущем пункте свойства суммы и разности векторов нетрудно доказать с помощью координат. 

Например, докажем свойство 4. 

Пусть 
[image: image152.wmf]()
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. Обозначим через 
[image: image153.wmf]()

;
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 координаты вектора 
[image: image154.wmf]z

, удовлетворяющего равенству 
[image: image155.wmf]+=
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. 

Тогда по определению 



[image: image156.wmf]()()()(00)
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Отсюда 
[image: image157.wmf]0,0

mxny
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. Поэтому 
[image: image158.wmf]=-

xm

 и 
[image: image159.wmf]=-

yn

 — это единственная пара чисел таких, что вектор с координатами 
[image: image160.wmf]()

;
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 в сумме с векторами 
[image: image161.wmf]()
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 дает нулевой вектор. 

Контрольные вопросы
1. Как определить сумму двух связанных векторов? 

2. Пусть координаты вектора 
[image: image162.wmf]a

 равны 
[image: image163.wmf]11

()

,

xy

, координаты вектора 
[image: image164.wmf]b

 
[image: image165.wmf]22

()

,

xy

. Чему равны координаты вектора 
[image: image166.wmf]+

ab

? 

3. Что означает фраза: два связанных вектора складываются по правилу параллелограмма? 

4. Как с помощью параллельного переноса получить сумму двух одинаково направленных векторов? 

5. В каком случае сумма двух векторов равна нулю? 

6. Определите вектор, противоположный вектору 
[image: image167.wmf]a

. 

7. Как определить разность двух векторов? 

8. Каким свойствам удовлетворяют операции сложения и вычитания векторов? 

Задачи и упражнения

1. Нарисуйте вектор 
[image: image168.wmf]a

. Постройте по вектору 
[image: image169.wmf]a

 вектор 
[image: image170.wmf]2
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2. Нарисуйте два вектора 
[image: image171.wmf]a

 и 
[image: image172.wmf]b

, связанных с одной точкой. Постройте векторы: 

а) 
[image: image173.wmf]2
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б) ; 
[image: image174.wmf]2
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bbb

в) ; 
[image: image175.wmf]32
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г) ; 
[image: image176.wmf]32
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bbb

; 

д) 
[image: image177.wmf]+

ab

е) ; 
[image: image178.wmf]2

+

ab

ж) ; 
[image: image179.wmf]2

+

ab

з) ; 
[image: image180.wmf]22

+

ab

. 

3. Нарисуйте три произвольных попарно несонаправленных вектора 
[image: image181.wmf]a

, 
[image: image182.wmf]b

, 
[image: image183.wmf]c

, связанных с одной точкой. Постройте вектор: 

а) 
[image: image184.wmf]+

ab

б) ; 
[image: image185.wmf]+

ac

в) ; 
[image: image186.wmf]+

bc

; 

г) 
[image: image187.wmf]++
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д) ; 
[image: image188.wmf]2

++

abc

е) ; 
[image: image189.wmf]22
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4. Нарисуйте два произвольных вектора 
[image: image190.wmf]a

 и 
[image: image191.wmf]b

, связанных с одной точкой. Постройте векторы: 

а) 
[image: image192.wmf]-

ab

б) ; 
[image: image193.wmf]-

ba

в) ; 
[image: image194.wmf]2
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; 

г) 
[image: image195.wmf]2
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д) ; 
[image: image196.wmf]--
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е) ; 
[image: image197.wmf]22
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. 

5. Нарисуйте в тетради три попарно несонаправленных вектора 
[image: image198.wmf]a

, 
[image: image199.wmf]b

, 
[image: image200.wmf]c

, связанных с одной точкой. Постройте векторы: 

а) 
[image: image201.wmf]+-
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б) ; 
[image: image202.wmf]-+

abc

в) ; 
[image: image203.wmf]-++

abc

г) ; 
[image: image204.wmf]--

abc

; 

д) 
[image: image205.wmf]--+
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е) ; 
[image: image206.wmf]---

abc

ж) ; 
[image: image207.wmf]2
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. 

6. Даны точки 
[image: image208.wmf]O

, 
[image: image209.wmf]A

 и вектор 
[image: image210.wmf]=

aOB

. Постройте точку 
[image: image211.wmf]M

 так, чтобы 
[image: image212.wmf]=+

OMOAa

. 

7. В координатной плоскости заданы векторы 
[image: image213.wmf]a

 и 
[image: image214.wmf]b

 с координатами: 

а) 
[image: image215.wmf](21)
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, 
[image: image216.wmf](46)
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b

б) ; 
[image: image217.wmf](
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, 
[image: image218.wmf](24)
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в) 
[image: image219.wmf](
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, 
[image: image220.wmf](
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г) ; 
[image: image221.wmf](
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, 
[image: image222.wmf](34)
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. 

Найдите координаты векторов 
[image: image223.wmf]+
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; 
[image: image224.wmf]-

ab

; 
[image: image225.wmf]--
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8. В координатной плоскости заданы векторы 
[image: image226.wmf]a

 и 
[image: image227.wmf]b

 с координатами: 

а) 
[image: image228.wmf](11)

,
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, 
[image: image229.wmf](12)

,

b

б) ; 
[image: image230.wmf](11)
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, 
[image: image231.wmf](22)
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в) 
[image: image232.wmf](11)
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a

, 
[image: image233.wmf](22)

,

b

г) ; 
[image: image234.wmf](32)
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a

, 
[image: image235.wmf](13)

,

b

. 

Найдите координаты векторов 
[image: image236.wmf]+

ab

; 
[image: image237.wmf]-

ab

; 
[image: image238.wmf]-+

ab

; 
[image: image239.wmf]--
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. 

9. В координатной плоскости заданы векторы 
[image: image240.wmf]a

 и 
[image: image241.wmf]b

 с координатами: 

а) 
[image: image242.wmf](41)

,

a

, 
[image: image243.wmf](20)

,

b

б) ; 
[image: image244.wmf](13)

,
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, 
[image: image245.wmf](
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; 

в) 
[image: image246.wmf](
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,

a

, 
[image: image247.wmf](11)
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b

г) ; 
[image: image248.wmf](

)
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, 
[image: image249.wmf](
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Найдите координаты векторов: 
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10. В координатной плоскости заданы векторы 
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Найдите координаты векторов: 
[image: image269.wmf]++
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Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 3. Указания. д) Пусть 
[image: image276.wmf]aOA
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, 
[image: image277.wmf]bOB
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, 
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 . Вектор 
[image: image279.wmf]OMb
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 строится так, как указано на рис. 2. После этого вектор 
[image: image280.wmf]ONab
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 находится, если построить параллелограмм 
[image: image281.wmf]OANM

, а тогда вектор 
[image: image282.wmf]OKabc

=-+

 можно получить, построив параллелограмм 
[image: image283.wmf]ONKC

 . Аналогично решается задача 3е). 

_1212330380.unknown

_1222516759.unknown

_1222516791.unknown

_1222516807.unknown

_1222516815.unknown

_1222516823.unknown

_1222516831.unknown

_1222516835.unknown

_1236835199.unknown

_1236835439.unknown

_1236835525.unknown

_1236835278.unknown

_1222517182.unknown

_1222517183.unknown

_1222516836.unknown

_1222516833.unknown

_1222516834.unknown

_1222516832.unknown

_1222516827.unknown

_1222516829.unknown

_1222516830.unknown

_1222516828.unknown

_1222516825.unknown

_1222516826.unknown

_1222516824.unknown

_1222516819.unknown

_1222516821.unknown

_1222516822.unknown

_1222516820.unknown

_1222516817.unknown

_1222516818.unknown

_1222516816.unknown

_1222516811.unknown

_1222516813.unknown

_1222516814.unknown

_1222516812.unknown

_1222516809.unknown

_1222516810.unknown

_1222516808.unknown

_1222516799.unknown

_1222516803.unknown

_1222516805.unknown

_1222516806.unknown

_1222516804.unknown

_1222516801.unknown

_1222516802.unknown

_1222516800.unknown

_1222516795.unknown

_1222516797.unknown

_1222516798.unknown

_1222516796.unknown

_1222516793.unknown

_1222516794.unknown

_1222516792.unknown

_1222516775.unknown

_1222516783.unknown

_1222516787.unknown

_1222516789.unknown

_1222516790.unknown

_1222516788.unknown

_1222516785.unknown

_1222516786.unknown

_1222516784.unknown

_1222516779.unknown

_1222516781.unknown

_1222516782.unknown

_1222516780.unknown

_1222516777.unknown

_1222516778.unknown

_1222516776.unknown

_1222516767.unknown

_1222516771.unknown

_1222516773.unknown

_1222516774.unknown

_1222516772.unknown

_1222516769.unknown

_1222516770.unknown

_1222516768.unknown

_1222516763.unknown

_1222516765.unknown

_1222516766.unknown

_1222516764.unknown

_1222516761.unknown

_1222516762.unknown

_1222516760.unknown

_1212330425.unknown

_1222516743.unknown

_1222516751.unknown

_1222516755.unknown

_1222516757.unknown

_1222516758.unknown

_1222516756.unknown

_1222516753.unknown

_1222516754.unknown

_1222516752.unknown

_1222516747.unknown

_1222516749.unknown

_1222516750.unknown

_1222516748.unknown

_1222516745.unknown

_1222516746.unknown

_1222516744.unknown

_1222516735.unknown

_1222516739.unknown

_1222516741.unknown

_1222516742.unknown

_1222516740.unknown

_1222516737.unknown

_1222516738.unknown

_1222516736.unknown

_1222516731.unknown

_1222516733.unknown

_1222516734.unknown

_1222516732.unknown

_1220777010.unknown

_1220777012.unknown

_1220777014.unknown

_1220777016.unknown

_1220777017.unknown

_1220777015.unknown

_1220777013.unknown

_1220777011.unknown

_1212330428.unknown

_1212330429.unknown

_1212330427.unknown

_1212330404.unknown

_1212330416.unknown

_1212330421.unknown

_1212330423.unknown

_1212330424.unknown

_1212330422.unknown

_1212330419.unknown

_1212330420.unknown

_1212330417.unknown

_1212330411.unknown

_1212330414.unknown

_1212330415.unknown

_1212330413.unknown

_1212330409.unknown

_1212330410.unknown

_1212330405.unknown

_1212330396.unknown

_1212330400.unknown

_1212330402.unknown

_1212330403.unknown

_1212330401.unknown

_1212330398.unknown

_1212330399.unknown

_1212330397.unknown

_1212330384.unknown

_1212330386.unknown

_1212330393.unknown

_1212330385.unknown

_1212330382.unknown

_1212330383.unknown

_1212330381.unknown

_1212330305.unknown

_1212330343.unknown

_1212330362.unknown

_1212330370.unknown

_1212330376.unknown

_1212330378.unknown

_1212330379.unknown

_1212330377.unknown

_1212330374.unknown

_1212330375.unknown

_1212330373.unknown

_1212330366.unknown

_1212330368.unknown

_1212330369.unknown

_1212330367.unknown

_1212330364.unknown

_1212330365.unknown

_1212330363.unknown

_1212330353.unknown

_1212330358.unknown

_1212330360.unknown

_1212330361.unknown

_1212330359.unknown

_1212330355.unknown

_1212330357.unknown

_1212330354.unknown

_1212330349.unknown

_1212330351.unknown

_1212330352.unknown

_1212330350.unknown

_1212330346.unknown

_1212330347.unknown

_1212330344.unknown

_1212330322.unknown

_1212330335.unknown

_1212330339.unknown

_1212330341.unknown

_1212330342.unknown

_1212330340.unknown

_1212330337.unknown

_1212330338.unknown

_1212330336.unknown

_1212330326.unknown

_1212330328.unknown

_1212330334.unknown

_1212330327.unknown

_1212330324.unknown

_1212330325.unknown

_1212330323.unknown

_1212330314.unknown

_1212330318.unknown

_1212330320.unknown

_1212330321.unknown

_1212330319.unknown

_1212330316.unknown

_1212330317.unknown

_1212330315.unknown

_1212330310.unknown

_1212330312.unknown

_1212330313.unknown

_1212330311.unknown

_1212330307.unknown

_1212330309.unknown

_1212330306.unknown

_1212330270.unknown

_1212330286.unknown

_1212330295.unknown

_1212330299.unknown

_1212330301.unknown

_1212330302.unknown

_1212330300.unknown

_1212330297.unknown

_1212330298.unknown

_1212330296.unknown

_1212330291.unknown

_1212330293.unknown

_1212330294.unknown

_1212330292.unknown

_1212330289.unknown

_1212330290.unknown

_1212330288.unknown

_1212330278.unknown

_1212330282.unknown

_1212330284.unknown

_1212330285.unknown

_1212330283.unknown

_1212330280.unknown

_1212330281.unknown

_1212330279.unknown

_1212330274.unknown

_1212330276.unknown

_1212330277.unknown

_1212330275.unknown

_1212330272.unknown

_1212330273.unknown

_1212330271.unknown

_1212330253.unknown

_1212330261.unknown

_1212330266.unknown

_1212330268.unknown

_1212330269.unknown

_1212330267.unknown

_1212330263.unknown

_1212330265.unknown

_1212330262.unknown

_1212330257.unknown

_1212330259.unknown

_1212330260.unknown

_1212330258.unknown

_1212330255.unknown

_1212330256.unknown

_1212330254.unknown

_1212330245.unknown

_1212330249.unknown

_1212330251.unknown

_1212330252.unknown

_1212330250.unknown

_1212330247.unknown

_1212330248.unknown

_1212330246.unknown

_1212330240.unknown

_1212330242.unknown

_1212330243.unknown

_1212330241.unknown

_1212330237.unknown

_1212330239.unknown

_1212330236.unknown

