08-08-03. Умножение вектора на действительное число
1. Рассмотрим связанный вектор 
[image: image1.wmf]a

. Сумму 
[image: image2.wmf]+

aa

 называют произведением вектора 
[image: image3.wmf]a

 на число 2 и обозначают 
[image: image4.wmf]2

a

 (рисунок 1). 

Если вектор 
[image: image5.wmf]a

 имеет координаты 
[image: image6.wmf]()

;

mn

, то 
[image: image7.wmf]()(22)

+=+;+=;

aamnnnmn

. Следовательно, координаты вектора 
[image: image8.wmf]2

a

 получаются умножением на число 2 соответствующих координат вектора 
[image: image9.wmf]a

. 

Пусть 
[image: image10.wmf]=

aOA

 и 
[image: image11.wmf]2

=

aOB

 (рисунок 2). Тогда точка 
[image: image12.wmf]B

 получается из точки 
[image: image13.wmf]A

 гомотетией с центром 
[image: image14.wmf]O

 и коэффициентом 2. Иногда говорят, что вектор 
[image: image15.wmf]2

a

 получается из вектора 
[image: image16.wmf]a

 гомотетией с коэффициентом 2. 

2. Сумму 
[image: image17.wmf]++

aaa

, равную 
[image: image18.wmf]2
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, называют произведением вектора на число 3 и обозначают 
[image: image19.wmf]3

a

 (рисунок 4). 

Координаты вектора 
[image: image20.wmf]3

a

 получаются умножением на число 3 соответствующих координат вектора 
[image: image21.wmf]a

. 

Иногда говорят, что вектор 
[image: image22.wmf]3

a

 получается из вектора 
[image: image23.wmf]a

 гомотетией с коэффициентом 3. 

Аналогично определяется умножение вектора 
[image: image24.wmf]a

 на любое натуральное число 
[image: image25.wmf]n

. Например, 
[image: image26.wmf]54
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3. Определение произведения вектора на действительное число.
В предыдущих пунктах мы показали, что при умножении вектора 
[image: image27.wmf]()

=;

amn

 на натуральное число p выполняется следующее правило: 

координаты вектора 
[image: image28.wmf]pa

 получаются умножением на число 
[image: image29.wmf]p

 соответствующих координат вектора 
[image: image30.wmf]a

. 
Это правило берется за основу при определении произведения вектора на любое действительное число. 

Произведением вектора 
[image: image31.wmf]()
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 на число 
[image: image32.wmf]t

 называется вектор 
[image: image33.wmf]c

 с координатами 
[image: image34.wmf]()

;
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. 

Вектор 
[image: image35.wmf]c

 обозначается 
[image: image36.wmf]ta

. 

Пример 1. Пусть 
[image: image37.wmf](32)
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aOA

 и 
[image: image38.wmf]1
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. 

Тогда 
[image: image39.wmf](1)(32)

=-=-;-=-=

taaaOC

 (рисунок 6). Таким образом, при умножении вектора 
[image: image40.wmf]a

 на число -1 получили вектор, противоположный вектору 
[image: image41.wmf]a

. 

Пример 2. Пусть 
[image: image42.wmf](56)
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 и 
[image: image43.wmf]2
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. Тогда 
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 (рисунок 6). 

4. Геометрическое свойство умножения вектора на число.
Рассмотрим геометрические свойства, связанные с умножением вектора на число. 

Пусть 
[image: image45.wmf]()

==;

aOAmn

. Тогда координаты точки 
[image: image46.wmf]A

 равны 
[image: image47.wmf]()

;

mn

. 

Рассмотрим два случая. 

Первый случай. Пусть 
[image: image48.wmf]0
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. Тогда вектор 
[image: image49.wmf]=
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 имеет координаты 
[image: image50.wmf]()

;

tmtn

. Значит, точка 
[image: image51.wmf]B

 имеет координаты 
[image: image52.wmf]()

;

tmtn

, которые получаются из координат точки 
[image: image53.wmf]A

 по формулам гомотетии с центром 
[image: image54.wmf]O

 и коэффициентом 
[image: image55.wmf]t

. 

Следовательно, при умножении вектора 
[image: image56.wmf]a

 на число 
[image: image57.wmf]0
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 получается вектор, имеющий направление вектора 
[image: image58.wmf]a

, длина вектора 
[image: image59.wmf]ta

 равна 
[image: image60.wmf]||

ta

. 

Иногда говорят, что вектор 
[image: image61.wmf]ta

 при 
[image: image62.wmf]0
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 получается из вектора 
[image: image63.wmf]a

 гомотетией с коэффициентом 
[image: image64.wmf]t

. 

Второй случай. Пусть 
[image: image65.wmf]0
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. Тогда рассмотрим вектор 
[image: image66.wmf]()
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, противоположный вектору 
[image: image67.wmf]a

. Вектор 
[image: image68.wmf]=

taOB

 имеет координаты 
[image: image69.wmf]()

;

tmtn

. Запишем эти координаты в следующем виде 
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Отсюда следует, что вектор 
[image: image72.wmf]=

taOB

 получается из вектора 
[image: image73.wmf]=-
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 умножением на положительное число 
[image: image74.wmf]||

t

. Поэтому вектор 
[image: image75.wmf]ta

 имеет такое же направление, как и вектор 
[image: image76.wmf]-

a

, а длина вектора 
[image: image77.wmf]ta

 равна 
[image: image78.wmf]||×|-|=||×||
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. 

Следовательно, при умножении вектора 
[image: image79.wmf]a

 на число 
[image: image80.wmf]0
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 получается вектор, имеющий направление, противоположное направлению вектора 
[image: image81.wmf]a

, и длина вектора 
[image: image82.wmf]ta

 равна 
[image: image83.wmf]||×||
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5. Коллинеарные векторы. Неколлинеарные векторы. Признак коллинеарности векторов.
Два вектора 
[image: image84.wmf]OA

 и 
[image: image85.wmf]OB

 называют коллинеарными, если точки 
[image: image86.wmf]O

, 
[image: image87.wmf]A

, 
[image: image88.wmf]B

 лежат на одной прямой, и называют неколлинеарными, если точки 
[image: image89.wmf]O

, 
[image: image90.wmf]A

, 
[image: image91.wmf]B

 не лежат на одной прямой. 

Векторы 
[image: image92.wmf]a

 и 
[image: image93.wmf]b

 коллинеарны в одном из следующих трех случаев: 

1) среди векторов 
[image: image94.wmf]a

 и 
[image: image95.wmf]b

 имеется нулевой вектор; 

2) векторы 
[image: image96.wmf]a

 и 
[image: image97.wmf]b

 одинаково направлены; 

3) векторы 
[image: image98.wmf]a

 и 
[image: image99.wmf]b

 противоположно направлены. 

Из предыдущего пункта следует, что векторы 
[image: image100.wmf]a

 и 
[image: image101.wmf]ta

 коллинеарны при любом векторе 
[image: image102.wmf]a

 и любом числе 
[image: image103.wmf]t

. Это свойство можно считать признаком коллинеарности двух векторов. 

6. Докажем следующее важное утверждение, обратное к признаку коллинеарности векторов из предыдущего пункта. 

Если векторы 
[image: image104.wmf]a

, 
[image: image105.wmf]b

 коллинеарны и 
[image: image106.wmf]¹

aO

, то существует такое число 
[image: image107.wmf]t

, что 
[image: image108.wmf]=

bta

. 
Доказательство. Пусть 
[image: image109.wmf]=

aOA

 и 
[image: image110.wmf]=

bOB

, 

Первый случай. Точка 
[image: image111.wmf]B

 совпадает с точкой 
[image: image112.wmf]O

. Тогда 
[image: image113.wmf]==×=×=

OBOOOAOata

, где 
[image: image114.wmf]=

tO

. 

Второй случай. Точки 
[image: image115.wmf]A

 и 
[image: image116.wmf]B

 лежат на одном луче с началом 
[image: image117.wmf]O

 (рисунок 9). Тогда при гомотетии с центром 
[image: image118.wmf]O

 и коэффициентом 
[image: image119.wmf]=||:||
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 точка 
[image: image120.wmf]A

 30.pcx переходит в точку 
[image: image121.wmf]B

. Если в прямоугольной системе координат 
[image: image122.wmf]xOy

 точка 
[image: image123.wmf]A

 имеет координаты 
[image: image124.wmf]11
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;
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, то гомотетичная ей точка B имеет координаты 
[image: image125.wmf]11
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. 

Следовательно, 
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то есть 
[image: image127.wmf]=×
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, где 
[image: image128.wmf]=||:||

tOBOA

. 

Третий случай. Точки 
[image: image129.wmf]A

 и 
[image: image130.wmf]B

 лежат на противоположных лучах с началом 
[image: image131.wmf]O

 (рисунок 10). Построим вектор 
[image: image132.wmf]OC

, равный 
[image: image133.wmf]-

OA

. Тогда точки 
[image: image134.wmf]B

 и 
[image: image135.wmf]C

 лежат на одном луче с началом 
[image: image136.wmf]O

, а потому 
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, где 
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. 

Отсюда получаем 
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где 
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Пример 3 Пусть точка 
[image: image141.wmf]K

 расположена на отрезке 
[image: image142.wmf]AB

 так, что 
[image: image143.wmf]73
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 (рисунок 11). Тогда векторы 
[image: image144.wmf]AK

 и 
[image: image145.wmf]AB

 коллинеарны, имеют одинаковое направление и 
[image: image146.wmf]710
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. Поэтому 
[image: image147.wmf]7
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Пример 4. Пусть точка 
[image: image148.wmf]P

 расположена на продолжении отрезка 
[image: image149.wmf]AB

 так, что 
[image: image150.wmf]14
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 (рисунок 12). Тогда векторы 
[image: image151.wmf]AP

 и 
[image: image152.wmf]AB

 коллинеарны, имеют противоположные направления и 
[image: image153.wmf]13
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. Поэтому 
[image: image154.wmf]1
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7. Основные свойства умножения векторов на числа.
Умножение вектора на число удовлетворяет следующим основным свойствам: 
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Опираясь на эти свойства и свойства арифметических операций, можно получать другие свойства. 

8.** Перечисленные в предыдущем пункте свойства нетрудно доказать с помощью координат. 

Например, докажем свойство 3. 

Пусть 
[image: image158.wmf]11
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[image: image160.wmf]1122

()()

=;,=;,

tatxtytbtxty




[image: image161.wmf]1212

()

+=+;+,

abxxyy




[image: image162.wmf]1212

()(()())

+=+;+.

tabtxxtyy


Отсюда 
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9. Разложение вектора  по двум неколлинеарным векторам.
Возьмем два неколлинеарных вектора 
[image: image166.wmf]OA

 и 
[image: image167.wmf]OB

 и рассмотрим сначала любую точку 
[image: image168.wmf]M

 плоскости, не лежащую на прямых 
[image: image169.wmf]OA

 и 
[image: image170.wmf]OB

. 

Проведем через точку 
[image: image171.wmf]M

 прямую 
[image: image172.wmf]a

 параллельно 
[image: image173.wmf]OB

 (рисунок 14). Так как прямые 
[image: image174.wmf]OA

 и 
[image: image175.wmf]OB

 не параллельны, то прямая 
[image: image176.wmf]a

 пересечет прямую 
[image: image177.wmf]OA

 в некоторой точке 
[image: image178.wmf]K

, и на прямой 
[image: image179.wmf]OA

 получим коллинеарные векторы 
[image: image180.wmf]OA

 и 
[image: image181.wmf]OK

. Из пункта 6. следует, что найдется такое число 
[image: image182.wmf]x

, что 



[image: image183.wmf]=×
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Проведем теперь через точку 
[image: image184.wmf]M

 прямую 
[image: image185.wmf]b

 параллельно 
[image: image186.wmf]OA

 (рисунок 15). Аналогично предыдущему найдем точку 
[image: image187.wmf]L

 пересечения прямой 
[image: image188.wmf]b

 с прямой 
[image: image189.wmf]OB

 и такое число 
[image: image190.wmf]y

, что 



[image: image191.wmf]=×
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Изобразив на рисунке 15 построенные векторы 
[image: image192.wmf]OK

 и 
[image: image193.wmf]OL

, получим параллелограмм 
[image: image194.wmf]OKML

. Поэтому вектор 
[image: image195.wmf]OM

 равен сумме векторов 
[image: image196.wmf]OK

 и 
[image: image197.wmf]OL

. Следовательно, 
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Запись вектора 
[image: image199.wmf]OM

 в виде 
[image: image200.wmf]×+×
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 называется разложением вектора 
[image: image201.wmf]OM

 по двум неколлинеарным векторам 
[image: image202.wmf]OA

 и 
[image: image203.wmf]OB

. 

Когда точка 
[image: image204.wmf]M

 лежит, например, на прямой 
[image: image205.wmf]O

A (рисунок 16), то разложение вектора 
[image: image206.wmf]OM

 по векторам 
[image: image207.wmf]OA

 и 
[image: image208.wmf]OB

 получается проще. В этом случае 
[image: image209.wmf]OM

 и 
[image: image210.wmf]OA

 коллинеарны, откуда 
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то есть 
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где 
[image: image213.wmf]0
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10. Примеры разложений вектора 
[image: image214.wmf]OM

 по векторам 
[image: image215.wmf]OA

 и 
[image: image216.wmf]OB

 , когда точка М лежит на прямой АВ.
Рассмотрим на примерах некоторые важные случаи разложения векторов. 

Пример 5. Пусть точка 
[image: image217.wmf]M

 — середина стороны 
[image: image218.wmf]BC

 в треугольнике 
[image: image219.wmf]ABC

. Разложим вектор 
[image: image220.wmf]AM

 по векторам 
[image: image221.wmf]AB

 и 
[image: image222.wmf]AC

. Для этого проведем 
[image: image223.wmf]MPAB

 и 
[image: image224.wmf]MQAC

 (рисунок 17). Так как точки 
[image: image225.wmf]P

 и 
[image: image226.wmf]Q

 — середины отрезков 
[image: image227.wmf]AC

 и 
[image: image228.wmf]AB

 соответственно, то 
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Поэтому 
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Пример 6. Пусть точка 
[image: image231.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image232.wmf]BC

 в треугольнике 
[image: image233.wmf]ABC

 и 
[image: image234.wmf]25

:=:
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 (рисунок 17). Разложим вектор 
[image: image235.wmf]AM

 по векторам 
[image: image236.wmf]AB

 и 
[image: image237.wmf]BC

. Аналогично предыдущему примеру сначала проведем 
[image: image238.wmf]MPAB

. Тогда по теореме Фалеса 
[image: image239.wmf]25
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. Откуда 
[image: image240.wmf]27

:=:
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, а поэтому 
[image: image241.wmf]=
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Затем проведем 
[image: image242.wmf]MQAC

. Тогда по теореме Фалеса 
[image: image243.wmf]52
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. Отсюда 
[image: image244.wmf]57

:=:
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, а поэтому 
[image: image245.wmf]5
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. Следовательно, 
[image: image246.wmf]5
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Заметим, что в этом примере получаются положительные числовые коэффициенты при векторах 
[image: image247.wmf]AB

 и 
[image: image248.wmf]AC

, сумма которых равна 1, а отношение 5:2. 

Пример 7. Пусть точка 
[image: image249.wmf]M

 лежит на продолжении стороны 
[image: image250.wmf]BC

 треугольника 
[image: image251.wmf]ABC

 и 
[image: image252.wmf]38

:=:
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 (рисунок 18). Разложим вектор 
[image: image253.wmf]AM

 по векторам 
[image: image254.wmf]AB

 и 
[image: image255.wmf]BC

. 

Из условия следует, что 
[image: image256.wmf]35

:=:
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. 

Аналогично предыдущим примерам проведем сначала прямую 
[image: image257.wmf]MP

 параллельно 
[image: image258.wmf]AB

 до пересечения с продолжением стороны 
[image: image259.wmf]AC

 в точке 
[image: image260.wmf]P

. Тогда по теореме Фалеса 
[image: image261.wmf]35

:=:=:
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. Так как в этом случае векторы 
[image: image262.wmf]AP

 и 
[image: image263.wmf]AC

 противоположно направлены, то 
[image: image264.wmf]3
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Затем проведем прямую 
[image: image265.wmf]MQ

 параллельно 
[image: image266.wmf]AC

 до пересечения с продолжением стороны 
[image: image267.wmf]AB

 в точке 
[image: image268.wmf]Q

. Тогда из подобия треугольников 
[image: image269.wmf]ABC

 и 
[image: image270.wmf]MBQ

 получаем 
[image: image271.wmf]53

:=:=:

ABBQBCBM

. Отсюда 
[image: image272.wmf]85
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, а поэтому 
[image: image273.wmf]8
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. Следовательно, 
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Заметим, что в этом примере числовые коэффициенты разных знаков, их сумма равна 1, а отношение модулей коэффициентов равно 8:3. 

11.Допустим, что мы умеем раскладывать векторы 
[image: image275.wmf]a

 и 
[image: image276.wmf]b

 по двум некомпланарным векторам 
[image: image277.wmf]m

 и 
[image: image278.wmf]n

. Тогда нетрудно получить разложение векторов вида 
[image: image279.wmf]ta

 и 
[image: image280.wmf]+

ab

. 

Пример 8. Пусть точка 
[image: image281.wmf]F

 — точка пересечения медиан треугольника 
[image: image282.wmf]ABC

. Разложим вектор 
[image: image283.wmf]AF

 по векторам 
[image: image284.wmf]AB

 и 
[image: image285.wmf]AC

. 

Обозначим через 
[image: image286.wmf]M

 середину стороны 
[image: image287.wmf]BC

 (рисунок 20). Тогда по свойству медиан 
[image: image288.wmf]23

:=:

AFAM

, а поэтому 
[image: image289.wmf]2

3

=

AFAM

. Из примера 1 предыдущего пункта имеем разложение 



[image: image290.wmf]11

22

=+.

AMABAC


Отсюда 



[image: image291.wmf]2211212111
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Пример 9. Рассмотрим параллелограмм 
[image: image292.wmf]ABCD

. Точка 
[image: image293.wmf]F

 середина 
[image: image294.wmf]DC

. Отрезки 
[image: image295.wmf]DB

 и 
[image: image296.wmf]AF

 пересекаются в точке 
[image: image297.wmf]M

. 

Разложить вектор 
[image: image298.wmf]AM

 по векторам 
[image: image299.wmf]AB

 и 
[image: image300.wmf]AD

. 

Решение. Треугольник 
[image: image301.wmf]DMF

 подобен треугольнику 
[image: image302.wmf]ABM

 с коэффициентом подобия 2. Поэтому 
[image: image303.wmf]1

3

1

2

=

=

AF

AF

AM

AM

. Прямые 
[image: image304.wmf]1

MM

, 
[image: image305.wmf]1

FF

 параллельны 
[image: image306.wmf]AD

. 



[image: image307.wmf]11
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Аналогично 
[image: image308.wmf]2

2

3

=

AMAD

 (
[image: image309.wmf]2

MM

 параллельна 
[image: image310.wmf]AB

). Следовательно, 
[image: image311.wmf]11

12

33

=+=+

AMAMAMABAD

. 

Контрольные вопросы и задания
1. Как определяется произведение вектора на число? 

2. Чему равны координаты вектора 
[image: image312.wmf]ta

, если координаты вектора 
[image: image313.wmf]a

 равны 
[image: image314.wmf]()

;

mn

? 

3. Какие векторы называются коллинеарными? 

4. Сформулируйте признак коллинеарности векторов. 

3
5. Какое утверждение обратно признаку коллинеарности векторов? 

6. Какими свойствами обладает операция умножения вектора на число? 

7. Доказать теорему о разложении произвольного вектора на плоскости на два неколлинеарных вектора. 

Задачи и упражнения

1. Нарисуйте вектор 
[image: image315.wmf]a

. Постройте по вектору 
[image: image316.wmf]a

 вектор: 

а) 
[image: image317.wmf]2

a

б) ; 
[image: image318.wmf]3

a

в) ; 
[image: image319.wmf]2

-

a

г) ; 
[image: image320.wmf]3

-

a

д) ; 
[image: image321.wmf]1

2

a

е) ;  
[image: image322.wmf]1

2

-

a

; 

ж) 
[image: image323.wmf]1

2

a

з) ; 
[image: image324.wmf]1

2

-

a

и) ; 
[image: image325.wmf]2

a

к) ; 
[image: image326.wmf]5

-

a

. 

2. Нарисуйте на плоскости векторы 
[image: image327.wmf]a

 и 
[image: image328.wmf]b

. Постройте на плоскости вектор: 

а) 
[image: image329.wmf]25

+

ab

б) ; 
[image: image330.wmf]32

-

ab

; 

в) 
[image: image331.wmf]53

+

ab

г) ; 
[image: image332.wmf]11

34

-

ab

. 

3. Нарисуйте на плоскости векторы 
[image: image333.wmf]a

, 
[image: image334.wmf]b

, 
[image: image335.wmf]c

. Постройте на плоскости вектор: 

а) 
[image: image336.wmf]1

2

-+

abc

б) ; 
[image: image337.wmf]11

33

++

abc

в) ; 
[image: image338.wmf]111

244

++

abc

. 

4. В координатной плоскости заданы векторы 
[image: image339.wmf]a

 и 
[image: image340.wmf]b

 с координатами: 

а) 
[image: image341.wmf](31)

=,

a

, 
[image: image342.wmf](14)

=,

b

б) ; 
[image: image343.wmf](31)

=-,-

a

, 
[image: image344.wmf](22)

=,

b

; 

в) 
[image: image345.wmf](11)

=,

a

, 
[image: image346.wmf](

)

11

24

=,-

b

г) ; 
[image: image347.wmf](

)

11

25

=,

a

, 
[image: image348.wmf](

)

3

1

23

=,

b

. 

Найдите координаты векторов: 


[image: image349.wmf]2

a

 ;
[image: image350.wmf]3

-

b

 ;
[image: image351.wmf]1

2

a

 ;
[image: image352.wmf]1

4

b

 ;
[image: image353.wmf]2

a

 ;
[image: image354.wmf]5

b

 ;
[image: image355.wmf]11

43

+

ab

 ;
[image: image356.wmf]11

62

-

ab

; 


[image: image357.wmf]103

+

ab

 ;
[image: image358.wmf]1117

+

ab

. 

5. В координатной плоскости заданы векторы 
[image: image359.wmf]a

, 
[image: image360.wmf]b

, 
[image: image361.wmf]c

 с координатами: 

а) 
[image: image362.wmf](

)

11

32

=,

a

, 
[image: image363.wmf](21)

=,

b

, 
[image: image364.wmf](

)

11

22

=,

c

б) ; 
[image: image365.wmf](12)

=,

a

, 
[image: image366.wmf](13)

=,

b

, 
[image: image367.wmf](32)

=-,

c

; 

в) 
[image: image368.wmf](

)

1

2

1

=,

a

, 
[image: image369.wmf](

)

1

3

0

=,

b

, 
[image: image370.wmf](

)

11

52

=,

c

г) ; 
[image: image371.wmf](11)

=-,-

a

, 
[image: image372.wmf](21)

=,

b

, 
[image: image373.wmf](30)

=,

c

. 

Найдите координаты векторов: 


[image: image374.wmf]++

abc

, 
[image: image375.wmf]-+

abc

, 
[image: image376.wmf]-++

abc

, 
[image: image377.wmf]11

22

++

abc

, 
[image: image378.wmf]111

322

++

abc

, 
[image: image379.wmf]235

++

abc

. 

6. Даны координаты вектора 
[image: image380.wmf]a

: 

б) а) (1,3); г) (-3,-2). в) (2,-4); (-1,2); 

Найдите координаты вектора, противоположного вектору 
[image: image381.wmf]a

. 

7. Пусть точка 
[image: image382.wmf]K

 расположена посередине отрезка 
[image: image383.wmf]AB

. Выразите вектор 
[image: image384.wmf]AK

 через вектор 
[image: image385.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image386.wmf]AB

 через вектор 
[image: image387.wmf]AK

. Сравните получившиеся соотношения. 

8. Пусть точка 
[image: image388.wmf]K

 расположена на отрезке 
[image: image389.wmf]AB

, 
[image: image390.wmf]21

:=:

AKKB

. Выразите вектор 
[image: image391.wmf]AK

 через вектор 
[image: image392.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image393.wmf]AB

 через вектор 
[image: image394.wmf]AK

. Сравните получившиеся соотношения. 

9. Пусть точка 
[image: image395.wmf]K

 расположена на отрезке 
[image: image396.wmf]AB

, 
[image: image397.wmf]12

:=:

AKKB

. Выразите вектор 
[image: image398.wmf]AK

 через вектор 
[image: image399.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image400.wmf]AB

 через вектор 
[image: image401.wmf]AK

. 

10. Пусть точка 
[image: image402.wmf]K

 расположена на отрезке 
[image: image403.wmf]AB

, 
[image: image404.wmf]23

:=:

AKKB

. Выразите вектор 
[image: image405.wmf]AK

 через вектор 
[image: image406.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image407.wmf]AB

 через вектор 
[image: image408.wmf]AK

. 

11. Пусть точка 
[image: image409.wmf]K

 расположена на отрезке 
[image: image410.wmf]AB

, и 
[image: image411.wmf]:=:

AKKBmn

, где 
[image: image412.wmf]m

 и 
[image: image413.wmf]n

 — натуральные числа. Выразите вектор 
[image: image414.wmf]AK

 через вектор 
[image: image415.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image416.wmf]AB

 через вектор 
[image: image417.wmf]AK

. 

12. Точка 
[image: image418.wmf]P

 расположена на продолжении отрезка 
[image: image419.wmf]AB

, так что 
[image: image420.wmf]12

:=:

APBP

. Выразите вектор 
[image: image421.wmf]AK

 через вектор 
[image: image422.wmf]AB

 и наоборот, вектор 
[image: image423.wmf]AB

 через вектор 
[image: image424.wmf]AK

. 

13. Точка 
[image: image425.wmf]P

 расположена на продолжении отрезка 
[image: image426.wmf]AB

, так что 
[image: image427.wmf]23

:=:

APBP

. Выразите вектор 
[image: image428.wmf]AK

 через вектор 
[image: image429.wmf]AB

. 

14. Точка 
[image: image430.wmf]P

 расположена на продолжении отрезка 
[image: image431.wmf]AB

, так что 
[image: image432.wmf]52

:=:

APBP

. Выразите вектор 
[image: image433.wmf]AK

 через вектор 
[image: image434.wmf]AB

. 

15. Пусть точка 
[image: image435.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image436.wmf]BC

 треугольника 
[image: image437.wmf]ABC

 и 
[image: image438.wmf]12

:=:

CMMB

. Разложите вектор 
[image: image439.wmf]AM

 по векторам 
[image: image440.wmf]AB

 и 
[image: image441.wmf]AC

. 

16. Пусть точка 
[image: image442.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image443.wmf]BC

 треугольника 
[image: image444.wmf]ABC

 и 
[image: image445.wmf]23

:=:

CMMB

. Выразите вектор 
[image: image446.wmf]AM

 через векторы 
[image: image447.wmf]AB

 и 
[image: image448.wmf]AC

. 

17. Пусть точка 
[image: image449.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image450.wmf]BC

 треугольника 
[image: image451.wmf]ABC

 и 
[image: image452.wmf]:=:

CMMBmn

, где 
[image: image453.wmf]m

 и 
[image: image454.wmf]n

 — натуральные числа. Выразите вектор 
[image: image455.wmf]AM

 через векторы 
[image: image456.wmf]AB

 и 
[image: image457.wmf]BC

. 

18. Пусть точка 
[image: image458.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image459.wmf]BC

 треугольника 
[image: image460.wmf]ABC

 и 
[image: image461.wmf]13

:=:

CMBC

. Выразите вектор 
[image: image462.wmf]AM

 через векторы 
[image: image463.wmf]AB

 и 
[image: image464.wmf]AC

. 

19. Пусть точка 
[image: image465.wmf]M

 лежит на продолжении стороны 
[image: image466.wmf]BC

 треугольника 
[image: image467.wmf]ABC

 и 
[image: image468.wmf]12

:=:

MBMC

. Выразите вектор 
[image: image469.wmf]AM

 через векторы 
[image: image470.wmf]AB

 и 
[image: image471.wmf]AC

. 

20. Пусть точка 
[image: image472.wmf]M

 лежит на продолжении стороны 
[image: image473.wmf]BC

 треугольника 
[image: image474.wmf]ABC

 и 
[image: image475.wmf]23

:=:

MBMC

. Выразите вектор 
[image: image476.wmf]AM

 через векторы 
[image: image477.wmf]AB

 и 
[image: image478.wmf]AC

. 

21. Пусть точка 
[image: image479.wmf]M

 лежит на продолжении стороны 
[image: image480.wmf]BC

 треугольника 
[image: image481.wmf]ABC

 и 
[image: image482.wmf]32

:=:

MBMC

. Выразите вектор 
[image: image483.wmf]AM

 через векторы 
[image: image484.wmf]AB

 и 
[image: image485.wmf]AC

. 

22. Пусть точка 
[image: image486.wmf]M

 лежит на продолжении стороны 
[image: image487.wmf]BC

 треугольника 
[image: image488.wmf]ABC

 и 
[image: image489.wmf]13

:=:

MBMC

. Выразите вектор 
[image: image490.wmf]AM

 через векторы 
[image: image491.wmf]AB

 и 
[image: image492.wmf]AC

 и вектор 
[image: image493.wmf]AB

 через векторы 
[image: image494.wmf]AM

 и 
[image: image495.wmf]AC

. 

23. Пусть точка 
[image: image496.wmf]F

 — середина медианы 
[image: image497.wmf]AM

 треугольника 
[image: image498.wmf]ABC

. Выразите вектор 
[image: image499.wmf]AF

 через векторы 
[image: image500.wmf]AB

 и 
[image: image501.wmf]AC

. 

24. Пусть точка 
[image: image502.wmf]M

 делит сторону 
[image: image503.wmf]BC

 треугольника 
[image: image504.wmf]ABC

 в отношении 1:2, считая от вершины 
[image: image505.wmf]B

. Точка 
[image: image506.wmf]F

 — середина отрезка 
[image: image507.wmf]AM

. Выразите вектор 
[image: image508.wmf]AF

 через векторы 
[image: image509.wmf]AB

 и 
[image: image510.wmf]AC

. 

25. Основания 
[image: image511.wmf]AB

 и 
[image: image512.wmf]CD

 трапеции 
[image: image513.wmf]ABCD

 относятся как 2:1 
[image: image514.wmf](21)

:=:

ABCD

. Точка 
[image: image515.wmf]O

 – пересечение диагоналей трапеции 
[image: image516.wmf]AC

 и 
[image: image517.wmf]BD

. Выразите вектор 
[image: image518.wmf]AO

 через векторы 
[image: image519.wmf]AD

 и 
[image: image520.wmf]AB

. 

26. Решить задачу 26 при условии, что: 

а) 
[image: image521.wmf]32

:=:

ABCD

  ; б)
[image: image522.wmf]52

:=:

ABCD

; 

в) 
[image: image523.wmf]:=:

ABCDmn

, где 
[image: image524.wmf]>

mn

  ; г)
[image: image525.wmf]:=:

ABCDmn

, где 
[image: image526.wmf]<

mn

. 

27. Докажите, что точки 
[image: image527.wmf](12)

,

A

, 
[image: image528.wmf](21)

,

B

, 
[image: image529.wmf](30)

,

C

 лежат на одной прямой. 

28. Докажите, что точки 
[image: image530.wmf](33)

,

A

, 
[image: image531.wmf](17)

,

B

, 
[image: image532.wmf](111)

-,

C

 лежат на одной прямой. 

29. Докажите, что точки 
[image: image533.wmf](24)

,-

A

, 
[image: image534.wmf](37)

,-

B

, 
[image: image535.wmf](11)

,-

C

 лежат на одной прямой. 


[image: image536.wmf]2

(2)

=;-;-
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tttt

OM

г) ; 
[image: image537.wmf]2

(2)

=-;;

t

tttt

OM

. 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 1 к). Указание. Пусть 
[image: image538.wmf]aAB

=

. Для построения отрезка, длина которого равна 
[image: image539.wmf]5

a

×||

, можно построить вспомогательный прямоугольный треугольник 
[image: image540.wmf]MNK

, у которого катеты 
[image: image541.wmf]MN

 и 
[image: image542.wmf]NK

 имеют длины 
[image: image543.wmf]AB

||

 и 
[image: image544.wmf]2

AB

×||

. После этого для решения задачи надо построить окружность с центром 
[image: image545.wmf]A

 и радиусом, равным 
[image: image546.wmf]MK

, и найти точку пересечения этой окружности с лучом 
[image: image547.wmf]BA

. 
Задача 2. Указание. Для построения вектора, равного, например вектору

[image: image548.wmf]3

b

×

, посмотрите указание к задаче 1. 
Задача 11. Указание. Из условия 
[image: image549.wmf]AKKBmn

:=:

 следует, что 
[image: image550.wmf]AKAB

:=



[image: image551.wmf]()

mmn

=:+

. Так как лучи 
[image: image552.wmf]AK

 и 
[image: image553.wmf]AB

 совпадают, то 
[image: image554.wmf]m

mn

AKAB

+

=×

. 

Задача 24. Указание. Имеем 
[image: image555.wmf]BCACAB

=-

, 
[image: image556.wmf]111

333

BMBCACAB

==-

, 
[image: image557.wmf]21

33

AMABBMABAC

=+=+

, 
[image: image558.wmf]111

236

AFAMABAC

==+

 (рис. 3). 
Задача 25. Указание. Из 
[image: image559.wmf]подобиятреугольников

 AOB  
[image: image560.wmf]и

DOC 
[image: image561.wmf]следуетчто

,

AO:OC=BO:OD=2:1
[image: image562.wmf]Далееможнорешатьдвумяспособами

..


Первый способ. 
[image: image563.wmf]22

33
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EMBED Equation.DSMT4[image: image564.wmf](
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. 
Второй способ. 
[image: image565.wmf]11

33
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EMBED Equation.DSMT4[image: image566.wmf]21

33

ADAB

+

. 
Задача 27. Докажите, что точки 
[image: image567.wmf](12)

A

,

, 
[image: image568.wmf](21)

B

,

, 
[image: image569.wmf](30)

C

,

 лежат на одной прямой. 
Указание. Вычисляя координаты векторов 
[image: image570.wmf]AB

 и 
[image: image571.wmf]AC

 получаем: 
[image: image572.wmf](11)

AB

=;-

, 
[image: image573.wmf](22)2(11)2

ACAB

=;-=×;-=×

. Отсюда следует, что векторы 
[image: image574.wmf]AB

 и 
[image: image575.wmf]AC

 коллинеарны. Это означает, что точки 
[image: image576.wmf]A

, 
[image: image577.wmf]B

, 
[image: image578.wmf]C

 лежат на одной прямой. 
Аналогично решаются задачи 28 и 29. 
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