08-08-04. Прямоугольная система координат в пространстве
1. Возьмем куб 
[image: image1.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 1. Его гранями являются квадраты. Поэтому ребра куба, выходящие из одной вершины, попарно перпендикулярны. Например, на рисунке 1 перпендикулярны друг другу ребра 
[image: image2.wmf]BA

, 
[image: image3.wmf]BC

 и 
[image: image4.wmf]1

BB

. 

Проведем через эти три взаимно перпендикулярных ребра куба три прямые и каждую из них превратим в числовую прямую таким образом, чтобы точка 
[image: image5.wmf]B

 на каждой прямой изображала нуль, а точка 
[image: image6.wmf]A

 на прямой 
[image: image7.wmf]BA

, точка 
[image: image8.wmf]C

 на прямой 
[image: image9.wmf]BC

, точка 
[image: image10.wmf]1

B

, на прямой 
[image: image11.wmf]1
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 изображали число 1 (рисунок 2). 

Переобозначим теперь точку 
[image: image12.wmf]B

 как точка 
[image: image13.wmf]O

 и назовем началом прямоугольной системы координат в пространстве. 

Числовую прямую 
[image: image14.wmf]BA

 назовем первой координатной осью и обозначим 
[image: image15.wmf]Ox

. 

Числовую прямую 
[image: image16.wmf]BC

 назовем второй координатной осью и обозначим 
[image: image17.wmf]Oy

. 

Числовую прямую 
[image: image18.wmf]1

BB

 назовем третьей координатной осью и обозначим 
[image: image19.wmf]Oz

 (рисунок 3). 

Три координатные оси позволяют у каждой точки пространства определить три координаты. Чтобы разъяснить, как это делается, рассмотрим следующий пример. 

Отметим на оси 
[image: image20.wmf]Ox

 точку 
[image: image21.wmf]A

 с координатой -2, на оси 
[image: image22.wmf]Oy

 точку 
[image: image23.wmf]B

 с координатой 4, на оси 
[image: image24.wmf]Oz

 точку 
[image: image25.wmf]C

 с координатой 3 и построим прямоугольный параллелепипед 
[image: image26.wmf]OABCQMR

, как на рисунке 4. Координаты вершин этого параллелепипеда определяются как тройки чисел, расположенных в определенном порядке, следующим образом: 

начало 
[image: image27.wmf]O

 системы координат имеет координаты (0;0;0); 

точка 
[image: image28.wmf]A

 оси 
[image: image29.wmf]Ox

 имеет координаты (-2;0;0); 

точка 
[image: image30.wmf]B

 оси 
[image: image31.wmf]Oy

 имеет координаты (0;4;0); 

точка 
[image: image32.wmf]C

 оси 
[image: image33.wmf]Oz

 имеет координаты (0;0;3); 

точка 
[image: image34.wmf]P

 плоскости 
[image: image35.wmf]Oxy

 имеет координаты (-2;4;0); 

точка 
[image: image36.wmf]Q

 плоскости 
[image: image37.wmf]Oxz

 имеет координаты (-2;0;3); 

точка 
[image: image38.wmf]R

 плоскости 
[image: image39.wmf]Oyz

 имеет координаты (0;4;3); 

точка 
[image: image40.wmf]M

, не лежащая ни в одной из плоскостей 
[image: image41.wmf]Oxy

, 
[image: image42.wmf]Oxz

, 
[image: image43.wmf]Oyz

, имеет координаты (-2;4;3). 

Аналогично определяются координаты вершин любого прямоугольного параллелепипеда, три ребра которого расположены на осях координат. 

2. Координаты точек на осях.
В этом пункте разберем случай, когда точка 
[image: image44.wmf]M

 лежит на одной из координатных осей. Тогда нужно найти координату точки 
[image: image45.wmf]M

 на соответствующей оси и записать эту координату первой, если точка 
[image: image46.wmf]M

 лежит на оси 
[image: image47.wmf]Ox

, второй, если точка 
[image: image48.wmf]M

 лежит на оси 
[image: image49.wmf]Oy

, третьей, если точка 
[image: image50.wmf]M

 лежит на оси 
[image: image51.wmf]Oz

. Остальные координаты точки 
[image: image52.wmf]M

 равны нулю. 

Пример 1. На рисунке 6 точки 
[image: image53.wmf],,

MNK

 имеют координаты: 
[image: image54.wmf](300)
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, 
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, 
[image: image56.wmf](004)
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3. Координаты точек координатных плоскостей.
В этом пункте рассмотрим, как находить координаты точки, лежащей в одной из координатных плоскостей 
[image: image57.wmf]Oxy

, 
[image: image58.wmf]Oxz

 или 
[image: image59.wmf]Oyz

. 

Пусть точка 
[image: image60.wmf]M

 лежит в плоскости 
[image: image61.wmf]Oxy

. В этой плоскости опустим перпендикуляры 
[image: image62.wmf]MK

 и 
[image: image63.wmf]ML

 на оси 
[image: image64.wmf]Ox

 и 
[image: image65.wmf]Oy

 соответственно и найдем координату 
[image: image66.wmf]a

 точки 
[image: image67.wmf]K

 на оси 
[image: image68.wmf]Ox

 и координату 
[image: image69.wmf]b

 точки 
[image: image70.wmf]L

 на оси 
[image: image71.wmf]Oy

 (рисунок 7). Координатами точки 
[image: image72.wmf]M

 является тройка чисел 
[image: image73.wmf](0)

;;

ab

. Например, точка 
[image: image74.wmf]M

 на рисунке 7 имеет координаты (3;-2;0). 

Аналогично, пусть точка 
[image: image75.wmf]M

 лежит в плоскости 
[image: image76.wmf]Oxz

. В этой плоскости опустим перпендикуляры 
[image: image77.wmf]MK

 и 
[image: image78.wmf]ML

 на оси 
[image: image79.wmf]Ox

 и 
[image: image80.wmf]Oz

 соответственно и найдем координату 
[image: image81.wmf]a

 точки 
[image: image82.wmf]K

 на оси 
[image: image83.wmf]Ox

 и координату c точки 
[image: image84.wmf]L

 на оси 
[image: image85.wmf]Oz

 (рисунок 8). Координатами точки 
[image: image86.wmf]M

 является тройка чисел 
[image: image87.wmf](0)
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ac

. Например, точка 
[image: image88.wmf]M

 на рисунке 8 имеет координаты (- 3;0;4). 

4. Координаты точек в общем случае.
В этом пункте рассмотрим, как находить координаты точки M, не лежащей в одной из координатных плоскостей 
[image: image89.wmf]Oxy

, 
[image: image90.wmf]Oxz

, 
[image: image91.wmf]Oyz

. 

Проведем через точку 
[image: image92.wmf]M

 прямую c параллельно оси 
[image: image93.wmf]Oz

 до пересечения с плоскостью 
[image: image94.wmf]Oxy

 в точке 
[image: image95.wmf]P

 (рисунок 9). Затем через точку 
[image: image96.wmf]P

 проведем прямую 
[image: image97.wmf]b

 параллельно оси 
[image: image98.wmf]Ox

 до пересечения с осью 
[image: image99.wmf]Oy

 в точке 
[image: image100.wmf]B

 и прямую 
[image: image101.wmf]a

 параллельно оси 
[image: image102.wmf]Oy

 до пересечения с осью 
[image: image103.wmf]Ox

 в точке 
[image: image104.wmf]A

 (рисунок 10). 

Построив прямоугольный параллелепипед с ребрами 
[image: image105.wmf]PM

, 
[image: image106.wmf]PB

, 
[image: image107.wmf]PA

, на оси 
[image: image108.wmf]Oz

 получим его вершину 
[image: image109.wmf]C

 (рисунок 11). Найдем координату 
[image: image110.wmf]a

 точки 
[image: image111.wmf]A

 на оси 
[image: image112.wmf]Ox

, координату 
[image: image113.wmf]b

 точки 
[image: image114.wmf]B

 на оси 
[image: image115.wmf]Oy

, координату c точки 
[image: image116.wmf]C

 на оси 
[image: image117.wmf]Oz

. Точка 
[image: image118.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image119.wmf]()
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. 

Например, точка 
[image: image120.wmf]M

 на рисунке 11 имеет координаты (2;4;-2). 

5. Напомним, как в координатной плоскости вычисляется расстояние между двумя точками по их координатам. Пусть 
[image: image121.wmf]A

 и 
[image: image122.wmf]B

 имеют координаты 
[image: image123.wmf]11
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 и 
[image: image124.wmf]22
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, а отрезок 
[image: image125.wmf]AB

 не параллелен ни одной из координатных осей. Если проведем перпендикуляры 
[image: image126.wmf]1
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 и 
[image: image127.wmf]1
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 к оси 
[image: image128.wmf]Ox

 и перпендикуляры 
[image: image129.wmf]2
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 и 
[image: image130.wmf]2
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 к оси 
[image: image131.wmf]Oy

, то получим прямоугольный треугольник 
[image: image132.wmf]ABC

 (рисунок 12). Катеты этого треугольника 
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Значит, по теореме Пифагора 
[image: image135.wmf]22
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[image: image136.wmf]22
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В шестом классе было доказано, что эта формула справедлива и тогда, когда отрезок 
[image: image137.wmf]AB

 параллелен одной из координатных осей. 

6. Формула расстояния между точками координат​ного пространства.
В пространстве расстояние между точками 
[image: image138.wmf]111
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 и 
[image: image139.wmf]222
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 вычисляется по формуле 
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Для того чтобы пояснить, как эта формула может быть доказана, рассмотрим примеры. 

Пример 2. Пусть 
[image: image141.wmf](020)
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 и 
[image: image142.wmf](050)

;;

B

, то есть 
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. Тогда на оси 
[image: image149.wmf]Oy

 точки 
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 и 
[image: image151.wmf]B

 имеют соответственно координаты 
[image: image152.wmf]1
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 (рисунок 13). 

Поэтому 
[image: image154.wmf]12
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. По формуле также имеем 
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Пример 3. Пусть 
[image: image157.wmf](310)
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 и 
[image: image158.wmf](240)
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, то есть 
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. Тогда в плоскости 
[image: image165.wmf]Oxy

 точки 
[image: image166.wmf]A

 и 
[image: image167.wmf]B

 имеют соответственно координаты (3;1) и (2;4) (рисунок 14). 

Поэтому 
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По формуле также имеем 
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Пример 4. Пусть 
[image: image174.wmf](325)
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 и 
[image: image175.wmf](153)
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, то есть 
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. Опустим на плоскость 
[image: image182.wmf]Oxy

 перпендикуляры 
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 и 
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 (рисунок 15). Получим, что 
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 в плоскости 
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 имеют соответственно координаты (3;2) и (1;5). 

Следовательно, 
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Если теперь в прямоугольной трапеции 
[image: image192.wmf]11
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 провести отрезок 
[image: image193.wmf]BC

 перпендикулярно 
[image: image194.wmf]1

AA

, то получим 
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Поэтому по теореме Пифагора 
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7. Пусть куб со стороной единица расположен так, как на рисунке 1. Тогда вершины куба имеют координаты: 
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Рассмотрим несколько задач, связанных с этим кубом. 

Пример 5. Найти координаты середины 
[image: image208.wmf]M

 ребра 
[image: image209.wmf]CD

. 

Решение. Так как точка 
[image: image210.wmf]M

 лежит на плоскости 
[image: image211.wmf]Oxy

, ее последняя координата равна нулю. В плоскости 
[image: image212.wmf]Oxy

 точка 
[image: image213.wmf]M

 имеет координаты 
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, и в итоге получаем, что 
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Пример 6. Найти координаты точки 
[image: image216.wmf]L

 пересечения диагоналей грани 
[image: image217.wmf]11
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. 

Решение. Все точки, лежащие на этой грани, имеют вторую координату, равную единице. Найдем какие координаты имеет точка пересечения диагоналей единичного квадрата 
[image: image218.wmf]11
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 на плоскости 
[image: image219.wmf]Oxz

. 

Для этого рассмотрим рисунок 17, откуда найдем, что 
[image: image220.wmf]L

 имеет координаты 
[image: image221.wmf](
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Так как у точки 
[image: image222.wmf]L

 первая и третья координаты совпадают соответственно с первой и третьей координатой точки 
[image: image223.wmf]1
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, то точка 
[image: image224.wmf]L

 имеет координаты 
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Пример 7. Какие из перечисленных точек лежат внутри куба 
[image: image226.wmf]1111
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: 
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Решение. Чтобы точка 
[image: image228.wmf]M

 лежала внутри единичного куба, необходимо и достаточно, чтобы координаты 
[image: image229.wmf]()
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 этой точки удовлетворяли следующим неравенствам: 
[image: image230.wmf]01
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. Проверяя эти неравенства для координат заданных точек, получаем, что точки 
[image: image233.wmf],,
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 лежат вне куба, а точка 
[image: image234.wmf]F

 — внутри. 

Контрольные вопросы и задания
1. Что такое первая, вторая и третья координатная ось в пространстве? 
2. Какие координаты имеют точки, лежащие на оси 
[image: image235.wmf]Ox

?
3. Какие координаты имеют точки, лежащие на оси 
[image: image236.wmf]Oy

?
4. Какие координаты имеют точки, лежащие на оси 
[image: image237.wmf]Oz

? 
5. Какие координаты имеют точки, лежащие на плоскости 
[image: image238.wmf]Oxy

? 
6. Какие координаты имеют точки, лежащие на плоскости 
[image: image239.wmf]Oxz

? 
7. Какие координаты имеют точки, лежащие на плоскости 
[image: image240.wmf]Oyz

? 
8. Как нарисовать в пространстве точку 
[image: image241.wmf]M

 с координатами 
[image: image242.wmf]()
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 при 
[image: image243.wmf]0
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9. Чему на плоскости равно расстояние между двумя точками с координатами 
[image: image246.wmf]11
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 и 
[image: image247.wmf]22
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10. Чему в пространстве равно расстояние между двумя точками с координатами 
[image: image248.wmf]112
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 и 
[image: image249.wmf]222
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? 
11.Чему равно расстояние от точки 
[image: image250.wmf]M

 с координатами 
[image: image251.wmf]()
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 до начала системы координат? 

Задачи и упражнения

1. В пространстве рассматривается куб 
[image: image252.wmf]1111
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, причем вершина 
[image: image253.wmf]A

 лежит в начале координат, а ребро 
[image: image254.wmf]AB

 направлено по оси 
[image: image255.wmf]Ox

, ребро 
[image: image256.wmf]AD

 — по оси 
[image: image257.wmf]Oy

, ребро 
[image: image258.wmf]1

AA

 — по оси 
[image: image259.wmf]Oz

 (рисунок 18). Пусть ребро куба равно: а) 1; б) 2; в) 3; г) 5; д) 1,5; е) 2,5. Найдите координаты: 

2) середины стороны 1) всех вершин куба; 
[image: image260.wmf]AD

; 

3) середины стороны 
[image: image261.wmf]1

AA

4) середины стороны ; 
[image: image262.wmf]CD

; 

5) середины стороны 
[image: image263.wmf]11

CD

6) точки пересечения диагоналей ; 
[image: image264.wmf]1

BC

 и 
[image: image265.wmf]1

CB

 грани 
[image: image266.wmf]11

BBCC

; 

7) точки пересечения диагоналей 
[image: image267.wmf]1

AC

 и 
[image: image268.wmf]1

BD

 8) объем куба. куба; 

2. В пространства рассматривается прямоугольный параллелепипед 
[image: image269.wmf]1111

ABCDABCD

, причем вершина 
[image: image270.wmf]A

 лежит в начале координат, а ребро 
[image: image271.wmf]AD

 направлено по оси 
[image: image272.wmf]Ox

 и равно 3, ребро 
[image: image273.wmf]AB

 направлено по оси 
[image: image274.wmf]Oy

 и равно 2, ребро 
[image: image275.wmf]1

AA

 направлено по оси 
[image: image276.wmf]Oz

 и равно 1. Найдите координаты: 

1) всех вершин прямоугольного параллелепипеда; 

2) середины стороны 
[image: image277.wmf]AD

3) середины стороны ; 
[image: image278.wmf]1

AA

; 

4) середины стороны 
[image: image279.wmf]CD

5) середины стороны ; 
[image: image280.wmf]11

CD

; 

6) точки пересечения диагоналей 
[image: image281.wmf]1

BC

 и 
[image: image282.wmf]1

CB

 грани 
[image: image283.wmf]11

BBCC

; 

7) точки пересечения диагоналей 
[image: image284.wmf]1

AC

 и 
[image: image285.wmf]1

BD

 прямоугольного параллелепипеда; 

8) объем параллелепипеда. 

3. В пространства рассматривается прямоугольный параллелепипед 
[image: image286.wmf]1111

ABCDABCD

, причем вершина 
[image: image287.wmf]A

 лежит в начале координат, а ребро 
[image: image288.wmf]AD

 направлено по оси 
[image: image289.wmf]Ox

 и равно 2, ребро 
[image: image290.wmf]AB

 направлено по оси 
[image: image291.wmf]Oy

 и равно 4, ребро 
[image: image292.wmf]1

AA

 направлено по оси 
[image: image293.wmf]Oz

 и равно 2. Найдите координаты: 

1) всех вершин прямоугольного параллелепипеда; 

2) середины стороны 
[image: image294.wmf]AD

; 

3) середины стороны 
[image: image295.wmf]1

AA

; 

4) середины стороны 
[image: image296.wmf]CD

; 

5) середины стороны 
[image: image297.wmf]11

CD

; 

6) точки пересечения диагоналей 
[image: image298.wmf]1

BC

 и 
[image: image299.wmf]1

CB

 грани 
[image: image300.wmf]11

BBCC

; 

7) точки пересечения диагоналей 
[image: image301.wmf]1

AC

 и 
[image: image302.wmf]1

BD

 прямоугольного параллелепипеда; 

8) объем параллелепипеда. 

4. Найдите расстояние между точками 
[image: image303.wmf]A

 и 
[image: image304.wmf]B

 с координатами: 

а) 
[image: image305.wmf](111)

;;

A

, 
[image: image306.wmf](132)

;;

B

б) ; 
[image: image307.wmf](214)

;;

A

, 
[image: image308.wmf](156)

;;

B

; 

в) 
[image: image309.wmf](141)

;;
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, 
[image: image310.wmf](102)

;;

B

г) ; 
[image: image311.wmf](162)

;;
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[image: image312.wmf](110)

;;

B

; 

д) 
[image: image313.wmf](100)

;;
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, 
[image: image314.wmf](540)

;;

B

е) ; 
[image: image315.wmf](15015)

,;;,

A

, 
[image: image316.wmf](05050)

,;,;

B

; 

ж) 
[image: image317.wmf](051525)

,;,;,

A

, 
[image: image318.wmf](010)

;;

B

. 

5. Найдите расстояние от точки 
[image: image319.wmf]M

 с координатами: 

в) б) (1;0;4); а) (1;1;1); 
[image: image320.wmf](

)

1

2

52

;;

; 

д) г) (6;2;4); 
[image: image321.wmf](

)

33

1

222

;;

; 

е) 
[image: image322.wmf](

)

111

232

;;

ж) ; 
[image: image323.wmf](

)

111

236

;;

; 

до начала системы координат. 

6. Возьмем восемь точек с координатами 

(2;2;2), (2;2;-2), (2;-2;2), (-2;2;2), (2;- 2;-2), (-2;2;-2), (-2;-2;2), (-2;-2;-2). 

Ответьте на следующие вопросы: 

а) в вершинах какого многогранника расположены эти точки; 

б) какая из этих точек наиболее удалена от начала системы координат; 

в) какая из этих точек наиболее удалена от точки (2;2;2); 

г) какая из этих точек наименее удалена от точки (2;2;2)? 

7. В пространства рассматривается куб 
[image: image324.wmf]1111

ABCDABCD

, причем вершина 
[image: image325.wmf]A

 лежит в начале координат, а ребро 
[image: image326.wmf]AB

 направлено по оси 
[image: image327.wmf]Ox

, ребро 
[image: image328.wmf]AB

 — по оси 
[image: image329.wmf]Oy

, ребро 
[image: image330.wmf]1

AA

 — по оси 
[image: image331.wmf]Oz

. 

Длины всех ребер куба равны 1. Обозначим через 
[image: image332.wmf]M

 — середину стороны 
[image: image333.wmf]1

CD

, через 
[image: image334.wmf]N

 точку пересечения диагоналей 
[image: image335.wmf]1

BC

 и 
[image: image336.wmf]1

CB

 грани 
[image: image337.wmf]11

BBCC

, через 
[image: image338.wmf]O

 — центр куба, то есть точку пересечения всех диагоналей 
[image: image339.wmf]1

AC

, 
[image: image340.wmf]1

BD

, 
[image: image341.wmf]1

CA

, 
[image: image342.wmf]1

DB

, через 
[image: image343.wmf]L

 – точку с координатами (2;0;0). 

Найдите расстояние: 

а) 
[image: image344.wmf]AM

  ; б)
[image: image345.wmf]AN

  ; в)
[image: image346.wmf]MN

; 

г) 
[image: image347.wmf]OL

  ; д)
[image: image348.wmf]NL

  ; е)
[image: image349.wmf]BL

. 

8. Рассматривается такой же куб, что и в упражнении 7. Какие из перечисленных ниже точек лежат внутри куба, а какие вне него: 


[image: image350.wmf](260)

;;
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, 
[image: image351.wmf](004)

;;
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, 
[image: image352.wmf](
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, 
[image: image353.wmf](
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;;

S

, 
[image: image354.wmf](
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28

0

;;

F

 ? 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 7. Указания. После того, как найдены координаты всех вершин куба, координаты точки M 
[image: image355.wmf]можно

 
[image: image356.wmf]вычислить

 
[image: image357.wmf]каккоординатысерединыотрезка

C
[image: image358.wmf]11

D

, координаты точки 
[image: image359.wmf]N

 как координаты середины отрезка 
[image: image360.wmf]1

CB

, координаты точки 
[image: image361.wmf]O

 как координаты середины отрезка 
[image: image362.wmf]1

AC

 . 
Задача 8. Указания. Точка 
[image: image363.wmf]T

 с координатами 
[image: image364.wmf]()

abc

;;

 лежит внутри куба из задачи 7 тогда и только тогда, когда 
[image: image365.wmf]01

a

<<

, 
[image: image366.wmf]01

b

<<

, 
[image: image367.wmf]01

c

<<

; точка 
[image: image368.wmf]T

 лежит на поверхности куба тогда и только тогда, когда хотя бы одна из координат равна либо 0, либо 1; в остальных случаях точка 
[image: image369.wmf]T

 лежит вне куба. 
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