§ 5 . Степени с рациональными показателями
1. Определение  
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 при натуральном n, где 
[image: image2.wmf]a

 — неотрицательное число. 
В первых двух параграфах этой главы мы определили степени неотрицательного числа с показателями 
[image: image3.wmf]1
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 и 
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. Аналогично определяется степень с показателем 
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 для каждого натурального 
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, большего единицы. 

Пусть 
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 и 
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 — натуральное число, большее 1. Степенью числа 
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 с показателем 
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 называется число, равное арифметическому корню 
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 из числа 
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, то есть 
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Пример 1. 
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Пример 2. 
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С использованием степени с показателем 
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, равенство 
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 запишется в виде 
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, а равенство 
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 запишется в виде 
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2. Степени с показателями вида 
[image: image22.wmf]1
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, где 
[image: image23.wmf]n

 — натуральное число, позволяют определить степени положительного числа 
[image: image24.wmf]a

 с рациональными показателями таким образом, что справедливы свойства, аналогичные известным свойствам степеней с целыми показателями. 
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Пусть 
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, где 
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 — натуральное число, 
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 — целое число. Степенью числа 
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 с показателем 
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 называется число, равное 
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Так как 
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, то из определения числа 
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 получаем равенство 
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Пример 3. 
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Пример 4. 
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3. Одно и тоже рациональное число можно по-разному записать в виде отношения целого числа к натуральному. Например, 
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. Следовательно, определяя степень числа 
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 с показателем 
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, при записи числа 
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 в виде 
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, а при записи числа 
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 в виде 
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Покажем, что значения выражений 
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 равны. Для этого найдем 
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, используя свойства степеней с целыми показателями: 
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Следовательно, 
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, то по свойству 2 из пункта 4.3. получаем 
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Аналогично, для любого рационального числа 
[image: image68.wmf]r

 доказывается, что определение степени 
[image: image69.wmf]r
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 не зависит от записи числа 
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 в виде отношения целого к натуральному. Это свойство можно записать в следующем виде: 
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где 
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, 
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 — натуральные числа, 
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 - – целое число. 

Например, 
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4. Покажем, что для любого рационального числа 
[image: image79.wmf]r

 и любого целого числа 
[image: image80.wmf]m

 выполняется равенство 
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Разберем доказательство этого свойства на примере 
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— по определению 
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— по свойству степеней с целыми показателями; 
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— по определению 
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— по определению умножения чисел, стоящих в показателе. 

В результате приходим к равенству 
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. Это равенство играет важную роль при доказательстве последующих свойств степеней с рациональными показателями. 

5. Покажем, что для любых рациональных чисел 
[image: image91.wmf]r

 и 
[image: image92.wmf]s

 выполняется равенство 
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Разберем доказательство этого свойства на примере 
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[image: image95.wmf]5

7

=-

s

. 

Обозначим 
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По свойству из предыдущего пункта получаем: 
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В результате приходим к равенству 
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, а поэтому по свойству 2 из пункта 4.3. получаем 
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, что и требовалось доказать. 

Пример 6. 
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Важный частный случай доказанного равенства получается при 
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 — целое число, 
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 — натуральное число. Тогда равенство 
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Но так как 
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 по определению равно 
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Пример 7. 
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6. Покажем, что для любых рациональных чисел 
[image: image117.wmf]r

 и 
[image: image118.wmf]s

 выполняется равенство 
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Разберем доказательство этого свойства на примере 
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Обозначим 
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. Найдем общий знаменатель чисел 
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В результате приходим к равенству 
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, а поэтому по свойству 2 из пункта 3. получаем 
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, что и требовалось доказать. 

Пример 8. 
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7. Свойства: 
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Сравнение по величине степеней одного и того же положительного числа 
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 с рациональными показателями можно проводить, используя следующие свойства: 

Свойство 1. Пусть 
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Например, из этого свойства следует, что 
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Свойство 2. Пусть 
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Например, из свойства 2 следует, что 
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8.** Разберем доказательство свойства 1 из предыдущего пункта. 

Доказательство.Пусть 
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Для каждого натурального числа 
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Далее, по свойству 4 из пункта 3.3. из неравенства 
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Следовательно, доказано, что при любом 
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Пусть теперь 
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. Рассмотрим разность 
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Так как 
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, откуда 
[image: image191.wmf]>

rs

aa

, что и требовалось доказать. 

9. В этом параграфе мы определили степени положительного числа с рациональными показателями и установили их свойства. Еще раз перечислим основные из этих свойств. 

Пусть 
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5. Если 
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6. Если 
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В дальнейшем обобщение понятия степени будет проводиться таким образом, чтобы продолжали выполняться перечисленные свойства. 

10.** Логарифмы по основанию а чисел вида 
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,  
[image: image209.wmf]1

¹

a

 и 
[image: image210.wmf]r

 — рациональное число.

Аналогично тому, как это сделано в пункте 1.9, определяется логарифм рациональной степени положительного отличного от 1 числа 
[image: image211.wmf]a

 по основанию 
[image: image212.wmf]a

. 

Пусть 
[image: image213.wmf]0

>

a

 и 
[image: image214.wmf]1

¹

a

 и 
[image: image215.wmf]r

 — рациональное число. Тогда логарифмом числа 
[image: image216.wmf]=

r

aa

 по основанию 
[image: image217.wmf]a

 называется показатель 
[image: image218.wmf]r

: 



[image: image219.wmf]log()

=.

r

a

ar


Например, 
[image: image220.wmf]1

3

3

1

33
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log3log3

==
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Контрольные вопросы
1. Как определяется степень неотрицательного числа 
[image: image221.wmf]a

 с показателем 
[image: image222.wmf]1

n

? 
2. Чему равна 
[image: image223.wmf]n

-я степень числа 
[image: image224.wmf]1

n

a

, где 
[image: image225.wmf]a

 — неотрицательное число? 
3. Чему равна степень с показателем 
[image: image226.wmf]1

n

 
[image: image227.wmf]n

-й степени неотрицательного числа 
[image: image228.wmf]a

? 

4. Чему равно произведение 
[image: image229.wmf]1

()

n

ab

, где 
[image: image230.wmf]a

 и 
[image: image231.wmf]b

 — неотрицательные числа? 

5. Чему равно частное 
[image: image232.wmf](

)

1

n

a

b

, где 
[image: image233.wmf]a

 и 
[image: image234.wmf]b

 — неотрицательные числа? 

6. Пусть 
[image: image235.wmf]0

£<

xy

. Что можно сказать о значениях 
[image: image236.wmf]1

n

x

 и 
[image: image237.wmf]1

n

y

? 

7. Что можно сказать о двух неотрицательных числах 
[image: image238.wmf]x

 и 
[image: image239.wmf]y

, если числа 
[image: image240.wmf]1

n

x

 и 
[image: image241.wmf]1

n

y

 равны между собой? 

8. Как сравнить числа 
[image: image242.wmf]1

n

a

 и 
[image: image243.wmf]1

m

a

, где 
[image: image244.wmf]a

 — некоторое неотрицательное число? 

9. Как определяется степень с показателем 
[image: image245.wmf]m

n

 положительного числа 
[image: image246.wmf]a

? 

10. Чему равно число 
[image: image247.wmf]æö

ç÷

ç÷

èø

m

n

n

a

? Можно ли сказать, что число 
[image: image248.wmf]m

n

a

 равно корню 
[image: image249.wmf]n

-й степени из числа 
[image: image250.wmf]m

a

? Можно ли сказать, что число 
[image: image251.wmf]m

n

a

 равно 
[image: image252.wmf]1

æö
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èø

n
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? 

11. Зависит ли значение 
[image: image253.wmf]r

a

 степени положительного числа 
[image: image254.wmf]a

 в рациональной степени 
[image: image255.wmf]r

 от представления этого рационального числа в виде дроби? 

12. Запишите равенство 
[image: image256.wmf]=

mmk

nnk

aa

 в виде равенства двух радикалов. 

13. Запишите равенство 
[image: image257.wmf]=

mn

m

n

aa

 в виде равенства степеней числа 
[image: image258.wmf]a

. 

14. Какой степени числа 
[image: image259.wmf]a

 равно число 
[image: image260.wmf]()

rs

a

? 

15. Как из равенства 
[image: image261.wmf]()

=

rsrs

aa

 получить равенство 
[image: image262.wmf](

)

1

-

=

s

s

a

a

? 

16. Как из равенства 
[image: image263.wmf]()

=

rsrs

aa

 получить равенство 
[image: image264.wmf]=

m

nmn

aa

? 

17. Какой степени числа 
[image: image265.wmf]a

 равно число 
[image: image266.wmf]×

rs

aa

? 

18. Пусть 
[image: image267.wmf]r

, 
[image: image268.wmf]s

 — рациональные числа, 
[image: image269.wmf]<

rs

. Для каких чисел a справедливо неравенство 
[image: image270.wmf]<

rs

aa

? 

19. Пусть 
[image: image271.wmf]r

, 
[image: image272.wmf]s

 — рациональные числа, 
[image: image273.wmf]<

rs

. Для каких чисел 
[image: image274.wmf]a

 справедливо неравенство 
[image: image275.wmf]>

rs

aa
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20. Пусть 
[image: image276.wmf]1

>

a

, 
[image: image277.wmf]>

mn

, где 
[image: image278.wmf]m

, 
[image: image279.wmf]n

 – положительные целые числа. Какое из чисел 
[image: image280.wmf]m

a

 и 
[image: image281.wmf]n

a

 меньше? 

21. Как изменится ответ на предыдущий вопрос, если взять положительное число 
[image: image282.wmf]a

, меньшее 1? 

22. Какое число называется логарифмом числа 
[image: image283.wmf]r

a

 по положительному основанию 
[image: image284.wmf]1

¹

a

? 

23. Чему равен 
[image: image285.wmf]log1

a

? 

Задачи и упражнения
1. Найдите: 

а) 
[image: image286.wmf]1

4

16

  ; б)
[image: image287.wmf]1

5

243

  ; в) 
[image: image288.wmf]1

5
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; 

г) 
[image: image289.wmf]1
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(0000064)

,

  ; д)
[image: image290.wmf](
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  ; е) 
[image: image291.wmf]1
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  ; ж)
[image: image292.wmf]1

4

2

(4)

. 

2. Замените радикалы степенями с дробными показателями: 

а) 
[image: image293.wmf]a

  ; б)
[image: image294.wmf]3

x

  ; в)
[image: image295.wmf]5

cd

. 

3. Запишите в виде степени с рациональными показателями: 

а) 
[image: image296.wmf]3

aa

  ; б)
[image: image297.wmf]4
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; 

в) 
[image: image298.wmf]3
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  ; г)
[image: image299.wmf]3
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; 

д) 
[image: image300.wmf]3
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  ; е)
[image: image301.wmf]3

16

8

; 

ж) 
[image: image302.wmf]3
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  ;  з)
[image: image303.wmf]316
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и) 
[image: image304.wmf]33
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4. Вычислите: 

а) 
[image: image305.wmf]2
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  ; б)
[image: image306.wmf]24
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[image: image307.wmf]1

2

100

-

; 

г) 
[image: image308.wmf]2
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[image: image309.wmf](
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[image: image310.wmf](
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ж) 
[image: image311.wmf]5
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[image: image312.wmf]4
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5. Вычислите: 

а) 
[image: image313.wmf]345
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  ;  б)
[image: image314.wmf]4
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6. Докажите тождества: 

а) 
[image: image315.wmf]1111
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[image: image316.wmf]112112
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7. Упростите выражения: 

а) 
[image: image319.wmf]33
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б) 
[image: image320.wmf]2112
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8. Вычислите: 

а) 
[image: image324.wmf](
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9. Расположите в порядке возрастания: 

а) 
[image: image328.wmf](
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 ;
[image: image329.wmf](
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б) 
[image: image331.wmf](
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в) 
[image: image334.wmf]9
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[image: image335.wmf](
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Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 4. ж) Указание. 
[image: image337.wmf](
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[image: image339.wmf]32
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Задача 9. Указания. а) Представьте все числа в виде степеней с основанием 
[image: image340.wmf]3

2

; б) представьте все числа в виде степеней с основанием 
[image: image341.wmf]7
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; в) 
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[image: image343.wmf](
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