Тема 10. Тригонометрические функции острого угла
Цель главы - определить тригонометрические функции острых углов, найти значения тригонометрических функ​ций некоторых основных углов, в ознакомительном плане привести примеры записи некоторых тригонометрических формул.
08-10-01. Синус острого угла
1. Определение синуса острого угла в прямоугольном треугольнике.
Возьмем прямоугольный треугольник 
[image: image1.wmf]ABC

 с катетами 
[image: image2.wmf]AB

 и 
[image: image3.wmf]BC

. Рассмотрим острый угол 
[image: image4.wmf]BAC

. Катет 
[image: image5.wmf]BC

 не содержит вершину 
[image: image6.wmf]A

 угла и называется противолежащим углу 
[image: image7.wmf]BAC

 (рисунок 1). 

Синусом острого угла в прямоугольном треугольнике называется отношение противолежащего катета к гипотенузе. 

В прямоугольном треугольнике 
[image: image8.wmf]ABC

, изображенном на рисунке 1, синус острого угла 
[image: image9.wmf]BAC

 равен отношению 
[image: image10.wmf]AB

AC

. 

Синус угла 
[image: image11.wmf]a

 обозначается как 
[image: image12.wmf]sin
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. 

Пример 1. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image13.wmf]MNK

 катеты 
[image: image14.wmf]4
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 см, 
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 см и гипотенуза 
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 см. Тогда 
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Пример 2. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image18.wmf]EFG

 гипотенуза 
[image: image19.wmf]7
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EF

 см, катет 
[image: image20.wmf]3
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 см. Найдем синус угла 
[image: image21.wmf]EFG

. 

Решение. 
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, откуда 
[image: image23.wmf]2
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 см. Следовательно, 
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2. Независимость синуса угла от выбора прямоугольного треугольника.
Рассмотрим два прямоугольных треугольника 
[image: image25.wmf]ABC

 и 
[image: image26.wmf]111

ABC

, у которых острые углы 
[image: image27.wmf]BAC

 и 
[image: image28.wmf]111
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 равны (рисунок 4). По первому признаку подобия треугольник 
[image: image29.wmf]111
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 подобен треугольнику 
[image: image30.wmf]ABC

 с некоторым коэффициентом подобия 
[image: image31.wmf]k

. Поэтому 
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Записывая синус угла 
[image: image33.wmf]111
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, получаем: 
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Следовательно, 

если каждый из двух прямоугольных треугольников имеет острый угол величины 
[image: image35.wmf]a

, то синусы этих углов равны между собой. 
Иногда этот результат формулируют по-другому. 

Значение синуса острого угла не зависит от прямоугольного треугольника, содержащего угол такой величины. 

Таким образом, синус острого угла является характеристикой самого угла и не зависит от того, в каком прямоугольном треугольнике вычислять синус равного ему угла. 

3. Таблица значений синусов основных углов.
Из предыдущего пункта следует, что значение синуса острого угла не зависит от выбора прямоугольного треугольника, содержащего равный ему угол. Используя это, найдем синусы некоторых углов. 

Пример 3. Для вычисления синуса 
[image: image36.wmf]45

o

 возьмем квадрат 
[image: image37.wmf]ABCD

 со стороной 1 и проведем диагональ 
[image: image38.wmf]AC

 (рисунок 6). По теореме Пифагора 
[image: image39.wmf]2
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. Так как 
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Следовательно, 
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Пример 4. Для вычисления синуса 30
[image: image43.wmf]o

 возьмем равносторонний треугольник 
[image: image44.wmf]ABC

 со стороной 4 и проведем биссектрису 
[image: image45.wmf]AL

 (рисунок 7). Получим, что 
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Ð=

o

LAC

, 
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, а треугольник 
[image: image48.wmf]ALC

 прямоугольный. Поэтому 
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Следовательно, 
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Пример 5. Для вычисления синуса 
[image: image51.wmf]60

o

 на рисунке 7 рассмотрим угол 
[image: image52.wmf]ACL

 прямоугольного треугольника 
[image: image53.wmf]ACL

. Так как 
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Следовательно, 
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Пример 6. Для вычисления синуса 15
[image: image58.wmf]o

 рассмотрим равнобедренный треугольник 
[image: image59.wmf]ABC

, у которого 
[image: image60.wmf]4
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 и 
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 (рисунок 8). 

Вычислим сначала сторону 
[image: image62.wmf]BC

. Для этого проведем высоту 
[image: image63.wmf]BH

 (рисунок 9). Так как 
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. Из прямоугольного треугольника 
[image: image67.wmf]ABH

 находим 
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откуда 
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Наконец, из прямоугольного треугольника 
[image: image71.wmf]BCH

 получаем 
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откуда 
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Вычислив 
[image: image76.wmf]BC

, в треугольнике 
[image: image77.wmf]ABC

 проведем биссектрису 
[image: image78.wmf]AK

 (рисунок 10). Получим, что 
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а треугольник 
[image: image80.wmf]AKC

 прямоугольный. Поэтому 
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Следовательно, 
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Пример 7. Для вычисления синуса 75
[image: image83.wmf]o

 на рисунке 9 рассмотрим прямоугольный треугольник 
[image: image84.wmf]BCH

. Так как 
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. В предыдущем примере было найдено, что 
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Следовательно, 
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Рассмотренные примеры позволяют заполнить таблицу 
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4.** Рассмотрим один из способов вычисления синуса 18
[image: image105.wmf]o

. 

Возьмем равнобедренный треугольник с боковыми сторонами 
[image: image106.wmf]AC

 и 
[image: image107.wmf]BC

, равными единице, и углом 
[image: image108.wmf]C

 между ними в 36
[image: image109.wmf]o

 (рисунок 12). Основание 
[image: image110.wmf]AB

 треугольника обозначим через 
[image: image111.wmf]x

. Углы 
[image: image112.wmf]CAB

 и 
[image: image113.wmf]CBA

 при основании равны 
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Проведем биссектрису 
[image: image115.wmf]AD

. Она разобьет треугольник 
[image: image116.wmf]ABC

 на два равнобедренных треугольника 
[image: image117.wmf]ACD

 и 
[image: image118.wmf]ABD

. При этом 
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Следовательно, 
[image: image120.wmf]1
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. По свойству биссектрисы имеем 
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то есть 
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Отсюда 
[image: image123.wmf]2
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. Решая это квадратное уравнение и помня, что 
[image: image124.wmf]0
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, получим 
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Значит 
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Проведя из вершины 
[image: image127.wmf]C

 высоту 
[image: image128.wmf]CH

, треугольника 
[image: image129.wmf]ABC

, получим прямоугольный треугольник 
[image: image130.wmf]ACH

 с острым углом 18
[image: image131.wmf]o

, гипотенузой 1 и противолежащим катетом 
[image: image132.wmf]AH

 длиной 
[image: image133.wmf]2
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Следовательно, 
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Число 
[image: image135.wmf]51

2

06

-

=»,

x

 называется золотым сечением одиночного отрезка. Это число лежит в основе композиционных построений многих произведений искусства, и его связывают с идеальной красотой пропорций. На рисунке 13 изображен прямоугольник с отношением сторон, равным золотому сечению. 

5. Синус угла можно использовать при вычислении длин сторон прямоугольного треугольника. 

Пример 8. Пусть в треугольнике 
[image: image136.wmf]ABC

 угол 
[image: image137.wmf]B

 прямой, 
[image: image138.wmf]5
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 см и 
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 (рисунок 14). Вычислим 
[image: image140.wmf]AB
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Решение. По определению 
[image: image141.wmf]sin
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. Подставляя известные числа, получаем 
[image: image142.wmf]5
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, откуда 
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Пример 9. Пусть в треугольнике 
[image: image144.wmf]XYZ

 угол 
[image: image145.wmf]X

 прямой, 
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 см и 
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 (рисунок 15). Вычислим 
[image: image148.wmf]YZ
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Решение. По определению 
[image: image149.wmf]Ð=
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. Подставляя известные числа, получаем 
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6. В предыдущем пункте мы рассмотрели примеры использования синуса. Аналогичные задачи можно решать в общем случае. 

Пример 10. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image153.wmf]ABC

 известны гипотенуза 
[image: image154.wmf]=

ABc

 и 
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. Обозначим 
[image: image156.wmf]=
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 (рисунок 16). Тогда по определению 
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В результате получаем правило:  

катет, противолежащий острому углу 
[image: image159.wmf]a

, равен произведению гипотенузы на синус 
[image: image160.wmf]a

. 
Пример 11. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image161.wmf]ABC

 с прямым углом 
[image: image162.wmf]C

 известны катет 
[image: image163.wmf]=

BCa

 и 
[image: image164.wmf]sinsin
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В результате получаем правило: 

гипотенуза прямоугольного треугольника равна частному от деления катета на синус противолежащего ему острого угла. 
7. Таблица приближенных значений синусов углов с шагом в 1°.
На практике для приближенных вычислений можно использовать таблицы. Мы приведем следующую таблицу значений синусов углов с точностью до 0,0001. 
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Приведем примеры использования этой таблицы. 

Пример 12. Самолет пошел на снижение под углом 10
[image: image177.wmf]o

 к поверхности земли, находясь на высоте 3 км от поверхности. Какое расстояние пролетит самолет до приземления? 

Решение. Изобразим чертеж, как на рисунке 17, где 
[image: image178.wmf]A

 — точка, в которой находится самолет. 
[image: image179.wmf]B

 — точка его приземления, и 
[image: image180.wmf]AH

 — расстояние от самолета до поверхности земли. По условию 
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Следовательно, до приземления самолет пролетит больше 17 км. 

Пример 13. Нижний край лестницы, длина которой 6 м, установили в 2 м от стены здания, а верхний край прислонили к стене. Какой угол образует лестница со стеной ? 

Решение. Изобразим чертеж, как на рисунке 18, где 
[image: image187.wmf]A

 — нижний край, 
[image: image188.wmf]B

 — верхний край лестницы и 
[image: image189.wmf]AH

 — расстояние от нижнего края до стены. По условию 
[image: image190.wmf]6
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. Найдем по таблице в столбцах значений синуса число 0,3256 — ближайшее к числу 0,3333. Так как 
[image: image193.wmf]03256sin19
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8. Рассмотрим прямоугольную систему координат 
[image: image195.wmf]xOy

. Для острого угла величины 
[image: image196.wmf]a

 построим равный ему угол 
[image: image197.wmf]AOB

, вершина которого совпадает с началом 
[image: image198.wmf]O

 системы координат, одна сторона совпадает с положительным лучом оси 
[image: image199.wmf]Ox

, а вторая сторона является лучом, расположенным в первой четверти (рисунок 19). Назовем угол 
[image: image200.wmf]AOB

 изображением угла 
[image: image201.wmf]a

 на координатной плоскости. 

Изображение острого угла 
[image: image202.wmf]a

 на координатной плоскости однозначно определяется заданием луча 
[image: image203.wmf]OB

. Этот луч можно получить из положительного луча оси 
[image: image204.wmf]Ox

 поворотом против хода часовой стрелки на угол 
[image: image205.wmf]a

. 

Выберем на луче, определяющем угол 
[image: image206.wmf]a

, точку 
[image: image207.wmf]M

, отличную от точки 
[image: image208.wmf]O

. Пусть точка 
[image: image209.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image210.wmf]()

;

ab

. Так как точка 
[image: image211.wmf]M

 лежит в I четверти, то 
[image: image212.wmf]0

>

a

 и 
[image: image213.wmf]0

>

b

. Опустим из точки 
[image: image214.wmf]M

 перпендикуляры на оси (рисунок 20). Тогда 
[image: image215.wmf]=

ONa

, а так как 
[image: image216.wmf]OKMN

 — прямоугольник, то 
[image: image217.wmf]==

MNOKb

. По теореме Пифагора 
[image: image218.wmf]22

=+

OMab

. Следовательно, по определению 



[image: image219.wmf]22

sin
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==.
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OM

ab


(1)

В результате получаем формулу для вычисления синуса угла 
[image: image220.wmf]a

 по координатам точки, лежащей на луче, который определяет угол 
[image: image221.wmf]a

. 

9. Формула (1) из предыдущего пункта выглядит наиболее просто, когда 
[image: image222.wmf]22

1

+=

ab

. Это выполняется тогда, когда точка 
[image: image223.wmf]M

 выбирается на окружности единичного радиуса с центром 
[image: image224.wmf]O

 (рисунок 21). В этом случае координаты 
[image: image225.wmf]()

;

ab

 точки 
[image: image226.wmf]M

 удовлетворяют равенству 
[image: image227.wmf]22

1

+=

ab

, а формула (1) запишется в следующем виде:



[image: image228.wmf]sin

a

=.

b


(2)

Таким образом, синус острого угла 
[image: image229.wmf]a

 равен ординате точки пересечения луча, определяющего угол 
[image: image230.wmf]a

, с единичной окружностью, центр которой в начале системы координат. 

Единичную окружность с центром 
[image: image231.wmf]O

 иногда называют тригонометрической окружностью. Каждому острому углу можно сопоставить точку тригонометрической окружности и определять синус угла как ординату этой точки. 

Пример 14. Пусть луч, определяющий острый угол 
[image: image232.wmf]a

, пересекает тригонометрическую окружность в точке, абсцисса которой равна 
[image: image233.wmf]2

3

. Найдем 
[image: image234.wmf]sin

a

. 

Решение. Построим на оси 
[image: image235.wmf]Ox

 точку 
[image: image236.wmf]K

 с координатой 
[image: image237.wmf]2

3

 и проведем из 
[image: image238.wmf]K

 луч, перпендикулярный оси 
[image: image239.wmf]Ox

 и пересекающий тригонометрическую окружность в точке 
[image: image240.wmf]M

 (рисунок 22). 

По теореме Пифагора 



[image: image241.wmf]222
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откуда 
[image: image242.wmf]5

3

=

MK

. Следовательно, точка 
[image: image243.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image244.wmf](
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33

;

, а значит, 
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Контрольные вопросы
1. Что называется синусом острого угла в прямоугольном треугольнике? 

2. Докажите, что значение синуса острого угла не зависит от выбора прямоугольного треугольника с этим углом. 

3. Вычислите 
[image: image246.wmf]sin

a

 при: 

а) 
[image: image247.wmf]30

a

=

o

, б) 
[image: image248.wmf]45

a

=

o

, в) 
[image: image249.wmf]60

a

=

o

, 

г) 
[image: image250.wmf]15

a

=

o

, д) 
[image: image251.wmf]75

a

=

o

. 

4. Как вычислить 
[image: image252.wmf]sin18

o

 с помощью золотого сечения? 

5. Какая окружность называется тригонометрической? 

6. Как вычислять синус острого угла с помощью тригонометрической окружности. 

Задачи и упражнения
1. Постройте острый угол 
[image: image253.wmf]a

, если: 

а) 
[image: image254.wmf]4

5

sin
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; б) 
[image: image255.wmf]5
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2. Вычислите сумму 



[image: image256.wmf]sinsin2sin3sin4sin5

aaaaa

++++


при 
[image: image257.wmf]15

a

=

o

. 

3. Вычислите площадь ромба по его стороне 
[image: image258.wmf]2

=

a

 см и острому углу 
[image: image259.wmf]60

a

=

o

. 

4.** Вычислите площадь прямоугольного треугольника с острым углом 
[image: image260.wmf]18

o

 и гипотенузой 
[image: image261.wmf]1

=

c

 см. 

5. Мачта укрепляется с помощью растяжек, длина которых равна 10 м, а угол наклона их к горизонтальной плоскости равен 
[image: image262.wmf]60

o

. На какой высоте укреплены растяжки? 

6. В прямоугольном треугольнике один из катетов имеет длину 15 см, а противолежащий ему острый угол равен 
[image: image263.wmf]9

o

. Вычислите длину гипотенузы. 

7. Дана окружность радиуса 
[image: image264.wmf]1

=

R

. Из точки, отстоящей от центра на расстояние 
[image: image265.wmf]2

=

d

, проведены две касательные. Вычислите угол между касательными. 

8. Вычислите углы ромба, диагонали которого равны 2 см и 4 см. 

9. С помощью микрокалькулятора или таблиц вычислите: 

а) 
[image: image266.wmf] 

sin2040

¢

o

; б) 
[image: image267.wmf] 

sin3910

¢

o

. 

10.* На луче 
[image: image268.wmf]OA

, который составляет с осью 
[image: image269.wmf]Ox

 угол 
[image: image270.wmf]30

o

, выбрана точка 
[image: image271.wmf]M

 на расстоянии 1 от биссектрисы первого координатного угла. Найдите координаты точки 
[image: image272.wmf]M

. 

11. Луч 
[image: image273.wmf]OA

, составляющий с осью 
[image: image274.wmf]Ox

 острый угол 
[image: image275.wmf]a

, пересекает тригонометрическую окружность в точке, которая удалена от оси 
[image: image276.wmf]Oy

 на расстояние 
[image: image277.wmf]1

3

. Найдите 
[image: image278.wmf]sin

a

. 

12. Вычислите координаты точки, которая лежит на тригонометрической окружности и одинаково удалена от оси абсцисс и биссектрисы первого координатного угла. 

13. Вычислите площадь параллелограмма, смежные стороны которого равны 2 и 4, а острый угол равен 
[image: image279.wmf]75

o

. 

14. Определите высоту дерева, если известно, что в тот момент, когда лучи солнца падают на землю под углом 
[image: image280.wmf]30

o

, длина тени от этого дерева равна 50 м. 

Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.

Задача 1. Указание. Решение этих задач сводится к построению прямоугольного треугольника с заданными катетами и гипотенузой. С помощью циркуля и линейки эта задача решается так. Сначала строим две взаимно перпендикулярные прямые. Затем с центром в точке M их пересечения и радиусом, равным катету, проводим окружность и находим точку N ее пересечения с одной из прямых. После этого с центром в точке N и радиусом, равным гипотенузе, проводим вторую окружность и находим точку K ее пересечения со второй прямой (рис. 13).

Задача 4. Указание. Один из катетов этого треугольника равен 
[image: image281.wmf]51
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(см). Тогда по теореме Пифагора второй катет равен


[image: image282.wmf]2
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Поэтому площадь треугольника 


[image: image283.wmf]1511025511025
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Задача 8. Указание. Сторона ромба равна 
[image: image284.wmf]5

 см, что можно вычислить по теореме Пифагора. Синус угла между стороной ромба и его большой диагональю равен 
[image: image285.wmf]1

5

. Вычислив приближенное значение, по таблице можно найти приближенное значение угла. Увеличив это значение вдвое, получим приближенное значение острого угла ромба.

Задача 10. Указание. Пусть MP - перпендикуляр, проведенный из точки M к биссектрисе координатного угла (рис.14). Тогда 
[image: image286.wmf]15
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 и 
[image: image287.wmf]15

PMOMsin
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o

, откуда 
[image: image288.wmf]4
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. Далее, проведем перпендикуляр MF к оси Ox. Так как 
[image: image289.wmf]30
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, то 
[image: image290.wmf]231
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. Так как 
[image: image291.wmf]60
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, то 
[image: image292.wmf]631
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. Следовательно, 
[image: image293.wmf]631231
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Задача 12. Указание. Так как точка K равноудалена от сторон угла AOB (рис. 15), то 
[image: image294.wmf]1

225

2

AOKAOB,
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o

. Поэтому в прямоугольном треугольнике OKF имеем 
[image: image295.wmf]225675

KOF,,OKF,
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 и OK=1. Следовательно, OF=sin 67,5(, KF= sin 22,5( и K(sin 67,5(; sin 22,5().

Если требуется выразить координаты точки K с помощью радикалов, то задача гораздо сложнее. Один из способов ее решения такой. Рассмотрим квадрат ABCD, проведем его диагональ AC и биссектрису AL угла CAD (рис.16). Если AB=a, то 
[image: image296.wmf]2

ACa

=

, и по свойству биссектрисы угла треугольника 
[image: image297.wmf]DLCL
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=

, откуда 
[image: image298.wmf]2
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, 
[image: image299.wmf]21
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. По теореме Пифагора из треугольника ADL получаем 
[image: image300.wmf]422
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. После этого удается выразить синусы указанных углов:
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