08-10-03. Тангенс и котангенс острого угла
1. С помощью синуса и косинуса угла определяется тангенс угла. 

Тангенсом острого угла 
[image: image1.wmf]a

 называется отношение 
[image: image2.wmf]sin
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. 
Тангенс угла 
[image: image3.wmf]a

 обозначается как 
[image: image4.wmf]tg
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, и по определению имеем равенство 
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Найдем значения тангенсов некоторых углов. 

Пример 1. 
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Пример 2. 
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Пример 3. 
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Аналогично можно вычислить значения тангенсов остальных углов, записанных в следующей таблице: 
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2. Геометрическое определение тангенса острого угла.
Рассмотрим, как тангенс острого угла в прямоугольном треугольнике связан с его сторонами. 

Пусть в треугольнике 
[image: image22.wmf]ABC

 угол 
[image: image23.wmf]C

 прямой и 
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, 
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, 
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В результате получаем следующее правило. 

В прямоугольном треугольнике тангенс острого угла равен отношению противолежащего катета к прилежащему катету. 

3. Использование тангенса при вычислении сторон прямоугольного треугольника.
Тангенс угла можно использовать при вычислении длин сторон прямоугольного треугольника. 

Пример 4. Пусть в треугольнике 
[image: image31.wmf]ABC

 угол 
[image: image32.wmf]B

 прямой, 
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 (рисунок 2). Вычислим 
[image: image35.wmf]BC
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Решение. По правилу из пункта 3.2 имеем 
[image: image36.wmf]BC
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. Подставляя известные числа, получаем 
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4. Приближенные значения тангенсов можно находить с помощью таблицы синусов из пункта 7. Для этого удобно использовать следующее равенство: 
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Пример 5. Из точки, находящейся на расстоянии 18 м от основания дерева, верхушка дерева видна под углом 
[image: image40.wmf]14

o

 к поверхности земли. Чему равна высота дерева ? 

Решение. Изобразим чертеж, как на рисунке 3, где 
[image: image41.wmf]A

 — точка наблюдения, 
[image: image42.wmf]B

 — основание дерева, 
[image: image43.wmf]C

 — верхушка дерева. По условию 
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По таблице 
[image: image48.wmf]sin1402419

»,

o

, 
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 (м). Следовательно, высота дерева около 4,5 м. 

5.* Общие правила вычисления катета по противолежащему углу и второму катету, по прилежащему углу и второму катету.
В пунктах 3 и 4 мы рассмотрели примеры использования тангенса. Аналогичные примеры можно решать в общем виде. 

Пример 6. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image51.wmf]ABC

 с прямым углом 
[image: image52.wmf]C

 известны катет 
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 и 
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. Обозначим 
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 (рисунок 4). Тогда 
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В результате получаем правило: 

катет, противолежащий острому углу 
[image: image58.wmf]a

, равен произведению прилежащего катета на тангенс 
[image: image59.wmf]a

. 
Пример 7. Пусть в прямоугольном треугольнике 
[image: image60.wmf]ABC

, изображенном на рисунке 4, известны 
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 и 
[image: image62.wmf]tgBACtg

a

Ð=

. Тогда 
[image: image63.wmf]a

b

tg

a

=

, откуда 



[image: image64.wmf]b

tg

a

a

=.


В результате получаем правило: 

катет, прилежащий к острому углу 
[image: image65.wmf]a

, равен частному от деления противолежащего катета на тангенс 
[image: image66.wmf]a

. 
6. Рассмотрим прямоугольную систему координат и лучом 
[image: image67.wmf]OA

 изобразим острый угол величины 
[image: image68.wmf]a

. Выберем на луче 
[image: image69.wmf]OA

 точку 
[image: image70.wmf]M

, отличную от точки 
[image: image71.wmf]O

 (рисунок 5). Пусть точка 
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 имеет координаты 
[image: image73.wmf]()

;

ab

, где 
[image: image74.wmf]0

>

a

 и 
[image: image75.wmf]0

>

b

. Тогда 



[image: image76.wmf]2222

sincos

aa

=,=,

++

ba

abab


откуда 



[image: image77.wmf]sin

cos

b

tg

a

a

a

a

==.


(1)

В результате получаем формулу для вычисления тангенса угла по координатам точки на луче, который определяет угол 
[image: image78.wmf]a

. 

Формула (1) выглядит очень просто, когда 
[image: image79.wmf]1
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. Так будет в случае, если точка 
[image: image80.wmf]M

 выбирается на прямой с уравнением 
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 (рисунок 6). Тогда точка 
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 имеет координаты 
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, а поэтому формула (1) запишется в следующем виде: 
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Таким образом, тангенс острого угла 
[image: image85.wmf]a

 равен ординате точки пересечения луча, определяющего угол 
[image: image86.wmf]a

, с прямой 
[image: image87.wmf]1
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Иногда прямую с уравнением 
[image: image88.wmf]1
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 называют осью тангенсов. Положительным направлением для отсчета отрезков на ней считается направление вверх, а за начало отсчета принимается точка (1;0) на оси 
[image: image89.wmf]Ox
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7.* Иногда при решении задач удобно использовать котангенс угла. 

Котангенсом острого угла 
[image: image90.wmf]a

 называется отношение 
[image: image91.wmf]cos
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. 
Котангенс угла 
[image: image92.wmf]a

 обозначается как 
[image: image93.wmf]ctg
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, и по определению имеем равенство 
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Произведение 
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 равно 
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Следовательно, в прямоугольном треугольнике 
[image: image98.wmf]ABC

 с катетами 
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, 
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 и углом 
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, равным 
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В результате получаем следующее правило. 

В прямоугольном треугольнике котангенс острого угла равен отношению прилежащего катета к противолежащему катету. 
Пример 8. Пусть в треугольнике 
[image: image104.wmf]ABC

 с прямым углом 
[image: image105.wmf]B

 известен катет 
[image: image106.wmf]BC

, и нужно вычислить катет 
[image: image107.wmf]AB

, зная угол 
[image: image108.wmf]BAC

. В этом случае удобно использовать котангенс угла 
[image: image109.wmf]BAC
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Действительно, по правилу из данного пункта 
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, откуда 
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Контрольные вопросы
1. Что называется тангенсом острого угла 
[image: image112.wmf]a

? 

2. Вычислите 
[image: image113.wmf]tg

a

 для значений 
[image: image114.wmf]a

, равных 
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3. Как тангенс острого угла прямоугольного треугольника связан с его сторонами? 

4. Докажите, что 
[image: image120.wmf]sin
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 для любого острого угла 
[image: image121.wmf]a
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5. Как вычислять 
[image: image122.wmf]tan
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 с помощью тригонометрической окружности? 

6. Что называется котангенсом острого угла 
[image: image123.wmf]a

? 

7. Как котангенс острого угла прямоугольного треугольника связан с его сторонами? 

Задачи и упражнения

1. Вычислите: 

а) 
[image: image124.wmf]1530456075
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б) 
[image: image125.wmf]tg
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2. Докажите, что 
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 для любого острого угла 
[image: image128.wmf]a
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3. В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна 2 см, а один из катетов равен 1 см. Чему равны тангенсы острых углов треугольника? 

4. Найдите радиус 
[image: image129.wmf]r

 окружности, вписанной в равносторонний треугольник со стороной 
[image: image130.wmf]a

, и радиус 
[image: image131.wmf]R

 окружности, описанной около этого треугольника. 

5. Самолет радирует капитану рыболовецкого судна, что он находится над косяком рыбы на высоте 950 м. С судна определяют угол 
[image: image132.wmf]26

o

 возвышения самолета над горизонтом. Вычислите расстояние от судна до косяка рыбы. 

6. По таблице значений синусов вычислите 
[image: image133.wmf]tan22

o

. 

7. Из точки, находящейся на расстоянии 180 м от основания башни, верхний край башни виден под углом 
[image: image134.wmf]52

o

 к поверхности земли. Вычислите высоту башни. 

8. Постройте острый угол 
[image: image135.wmf]a

, если 

а) 
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9. Точка 
[image: image138.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image139.wmf](223)

;

. Под каким углом к оси 
[image: image140.wmf]Ox

 точка 
[image: image141.wmf]M

 видна из начала координат? 

10. Докажите, что 
[image: image142.wmf]2
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 для любого острого угла 
[image: image143.wmf]a
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11. Докажите, что для любого острого угла 
[image: image144.wmf]a

 верны равенства: 

а) 
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Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Нет.
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