08-11-02. Вписанные углы

1. Определение вписанного угла. 
Пусть задана окружность 
[image: image1.wmf]S

.

Угол называется вписанным в окружность 
[image: image2.wmf]S

, если его вершина лежит на окружности 
[image: image3.wmf]S

, а стороны пересекают эту окружность. 

На рисунке 1 изображен вписанный в окружность угол 
[image: image4.wmf]BAC

. 

Когда из текста ясно, что речь идет об угле, вписанном в данную окружность, то для краткости такой угол можно называть вписанным. 

Вписанный в окружность угол разбивает эту окружность на три дуги. Например, на рисунке 2 вписанный угол 
[image: image5.wmf]MNK

 разбивает окружность 
[image: image6.wmf]S

 на дуги 
[image: image7.wmf]MK

, 
[image: image8.wmf]MN

, 
[image: image9.wmf]NK

. Из них только дуга 
[image: image10.wmf]MK

 не содержит вершину 
[image: image11.wmf]N

, и обычно говорят, что вписанный в окружность 
[image: image12.wmf]S

 угол 
[image: image13.wmf]MNK

 опирается на дугу 
[image: image14.wmf]MK

 этой окружности. 

Один и тот же угол иногда можно рассматривать как вписанный в разные окружности. Например, на рисунке 3 угол вписан как в окружность 
[image: image15.wmf]1

S

, так и в окружность 
[image: image16.wmf]2

S

. Тогда этот угол опирается в окружности 
[image: image17.wmf]1

S

 на дугу 
[image: image18.wmf]AmD

, а в окружности 
[image: image19.wmf]2

S

 на дугу 
[image: image20.wmf]AnC

. 

2. Вписанные углы имеют в геометрии очень важное значение благодаря следующему свойству. 

Теорема об измерении вписанного угла.  

Вписанный в окружность угол измеряется половиной угловой меры дуги, на которую он опирается. 
Доказательство. Рассмотрим угол 
[image: image21.wmf]ABC

, вписанный в окружность 
[image: image22.wmf]S

. Разберем три возможных случая. 

Первый случай. Пусть сторона 
[image: image23.wmf]AB

 является диаметром окружности 
[image: image24.wmf]S

 (рисунок 4). Соединив вершину 
[image: image25.wmf]C

 с центром 
[image: image26.wmf]O

 окружности, [28] 119,129]8-11- 28.epsполучим два равнобедренных треугольника 
[image: image27.wmf]AOC

 и 
[image: image28.wmf]BOC

. Обозначим величину угла 
[image: image29.wmf]ABC

 через 
[image: image30.wmf]a

. Тогда 
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Получаем, что центральный угол 
[image: image34.wmf]AOC

, который опирается на дугу 
[image: image35.wmf]AC

, равен 
[image: image36.wmf]2

a

. Поэтому 
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, откуда 
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 или 
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. Так как вписанный угол 
[image: image41.wmf]ABC

 опирается на дугу 
[image: image42.wmf]AC

, то в рассматриваемом случае теорема доказана. 

Второй случай. Пусть диаметр окружности 
[image: image43.wmf]S

, проведенный из точки 
[image: image44.wmf]B

, проходит между сторонами угла 
[image: image45.wmf]ABC

 (рисунок 5). Тогда рассмотрим вписанные углы 
[image: image46.wmf]ABK

 и 
[image: image47.wmf]CBK

. Как показано в первом случае: 
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Поэтому 
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Так как вписанный угол 
[image: image51.wmf]ABC

 опирается на дугу 
[image: image52.wmf]AKC

, то и в этом случае теорема доказана. 

Третий случай. Пусть диаметр окружности 
[image: image53.wmf]S

, проведенный из точки 
[image: image54.wmf]B

, проходит вне угла (рисунок 6). Тогда рассмотрим вписанные углы 
[image: image55.wmf]ABL

 и 
[image: image56.wmf]CBL

. На основании первого случая получаем равенства: 
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Поэтому 
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Так как вписанный угол 
[image: image60.wmf]ABC

 опирается на дугу 
[image: image61.wmf]AmC

, то и в этом случае теорема доказана. 

3. Из теоремы об измерении вписанного угла следует, что вписанные углы, опирающиеся на равные дуги, равны, а равные вписанные углы опираются на равные выведем одно из свойств биссектрисы угла треугольника. 

Рассмотрим произвольный треугольник 
[image: image62.wmf]ABC

 и его биссектрису 
[image: image63.wmf]BL

. Опишем около треугольника 
[image: image64.wmf]ABC

 окружность и продолжим биссектрису 
[image: image65.wmf]BL

 до пересечения с окружностью в точке 
[image: image66.wmf]M

 (рисунок 7). Углы 
[image: image67.wmf]ABM

, 
[image: image68.wmf]MBC

 вписаны в построенную окружность и равны. Поэтому равны и дуги 
[image: image69.wmf]AM

, 
[image: image70.wmf]CM

, на которые опираются углы 
[image: image71.wmf]ABM

 и 
[image: image72.wmf]MBC

. биссектриса 
[image: image73.wmf]BL

 треугольника 
[image: image74.wmf]ABC

 при продолжении пересекает описанную окружность в середине той дуги 
[image: image75.wmf]AC

, которая не содержит вершину 
[image: image76.wmf]B

. 

4. Из теоремы об измерении вписанного угла следует, что вписанные в одну окружность и опирающиеся на одну и ту же дугу углы равны. 

Например, на рисунке 8 равны углы 
[image: image77.wmf]AMB

, 
[image: image78.wmf]ANB

, 
[image: image79.wmf]AKB

, 
[image: image80.wmf]ALB

. Таким образом, наличие окружности позволяет устанавливать равенство некоторых углов. 

Пример 1. На гипотенузе 
[image: image81.wmf]AB

 прямоугольного треугольника 
[image: image82.wmf]ABC

 построен квадрат с центром 
[image: image83.wmf]O

 так, как показано на рисунке 9. Докажем, что 
[image: image84.wmf]45
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Решение. Обозначим середину гипотенузы 
[image: image85.wmf]AB

 через 
[image: image86.wmf]E

. Тогда 
[image: image87.wmf]==
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. Следовательно, точки 
[image: image89.wmf]A

, 
[image: image90.wmf]C

, 
[image: image91.wmf]B

, 
[image: image92.wmf]O

 лежат на одной окружности с центром 
[image: image93.wmf]E

 (рисунок 10). Углы опираются на одну дугу. Поэтому 
[image: image94.wmf]45
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5. Углы, под которыми видна заданная хорда из точек окружности.
Поставим на окружности 
[image: image95.wmf]S

 две точки когда эти точки не диаметрально противоположны. Обозначим угловую величину меньшей из дуг с концами 
[image: image96.wmf]A

 и 
[image: image97.wmf]B

 через 
[image: image98.wmf]2

a

. Тогда 
[image: image99.wmf]90
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Для произвольной точки 
[image: image100.wmf]M

 большей 
[image: image101.wmf]B

 вписанный угол 
[image: image102.wmf]AMB

 опирается на дугу 
[image: image103.wmf]AnB

 (рисунок 11), а поэтому 
[image: image104.wmf]Ð=
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. Следовательно, из каждой точки дуги 
[image: image106.wmf]AmB

 отрезок 
[image: image107.wmf]AB

 виден под одним и тем же острым углом 
[image: image108.wmf]a

. 

Аналогично для произвольной точки 
[image: image109.wmf]N

 меньшей дуги 
[image: image110.wmf]AnB

, отличной от точек 
[image: image111.wmf]A

 и 
[image: image112.wmf]B

, вписанный угол 
[image: image113.wmf]ANB

 опирается на дугу 
[image: image114.wmf]AmB

 (рисунок 12), а поэтому 
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. Следовательно, из каждой точки дуги 
[image: image119.wmf]AnB

 отрезок 
[image: image120.wmf]AB

 виден под одним и тем же тупым углом 
[image: image121.wmf]180
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6. Построение ГМТ, из которых данный отрезок виден под заданным углом.
Во многих задачах полезно рассмотреть множество всех точек, из которых отрезок 
[image: image122.wmf]AB

 виден по заданным углом величины 
[image: image123.wmf]a

. 

Рассмотрим сначала случай, когда угол 
[image: image124.wmf]a

 острый. 

Часть множества точек, из которых отрезок 
[image: image125.wmf]AB

 виден под углом 
[image: image126.wmf]a

, можно построить на основе предыдущего пункта. 

Проведем серединный перпендикуляр 
[image: image127.wmf]m

 к отрезку 
[image: image128.wmf]AB

 и построим луч 
[image: image129.wmf]l

 с вершиной 
[image: image130.wmf]A

, образующий с отрезком 
[image: image131.wmf]AB

 угол 
[image: image132.wmf]90
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 (рисунок 13). Обозначив точку пересечения 
[image: image133.wmf]m

 и 
[image: image134.wmf]l

 через 
[image: image135.wmf]O

, получим равнобедренный треугольник 
[image: image136.wmf]AOB

. Так как 
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то 
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Проведем теперь с центром 
[image: image139.wmf]O

 и радиусом 
[image: image140.wmf]OA

 окружность и рассмотрим ее большую дугу (рисунок 14). Так как 
[image: image141.wmf]Ð=

AOB

 
[image: image142.wmf]2
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, а поэтому из предыдущего пункта следует, что из каждой точки дуги 
[image: image144.wmf]AmB

, отличной от точек 
[image: image145.wmf]A

 и 
[image: image146.wmf]B

, отрезок 
[image: image147.wmf]AB

 виден под углом 
[image: image148.wmf]a

. 

Еще одну часть множества точек, из которых отрезок 
[image: image149.wmf]AB

 виден под углом 
[image: image150.wmf]a

, можно получить, симметрично отражая дугу 
[image: image151.wmf]AmB

 относительно прямой 
[image: image152.wmf]AB

 (рисунок 15). 

Можно доказать, что фигура на рисунке 15 содержит все точки, из которых отрезок 
[image: image153.wmf]AB

 виден под острым углом 
[image: image154.wmf]a

. 

Аналогично можно доказать, что на рисунке 16 изображены все точки, из которых отрезок 
[image: image155.wmf]AB

 виден под одним и тем же тупым углом. 

7.** Разберем доказательство того, что данный отрезок 
[image: image156.wmf]AB

 виден под заданным углом 
[image: image157.wmf]a

, есть две дуги окружности, о которых говорилось в предыдущем пункте. 

Доказательство. Для доказательства достаточно рассмотреть только одну полуплоскость с границей 
[image: image158.wmf]AB

. 

Пусть на рисунке 17 изображена дуга 
[image: image159.wmf]APB

, из точек которой отрезок 
[image: image160.wmf]AB

 виден под заданным углом 
[image: image161.wmf]a

. Возьмем любую не лежащую на этой дуге точку 
[image: image162.wmf]M

 полуплоскости и покажем, что из точки 
[image: image163.wmf]M

 отрезок 
[image: image164.wmf]AB

 виден под углом, не равным 
[image: image165.wmf]a

. Для этого через точки 
[image: image166.wmf]A

, 
[image: image167.wmf]B

 и 
[image: image168.wmf]M

 проведем окружность и найдем ее точку пересечения с серединным перпендикуляром к отрезку 
[image: image169.wmf]AB

 (рисунок 18). 

В предыдущем пункте доказано, что из каждой точки дуги 
[image: image170.wmf]AFB

 отрезок 
[image: image171.wmf]AB

 виден под одним и тем же углом, а поэтому 
[image: image172.wmf]Ð=Ð
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. Так как различные окружности не могут иметь более двух общих точек, то на рисунке 18 точки 
[image: image173.wmf]P

 и 
[image: image174.wmf]F

 различны. 

Рассматривая равнобедренные треугольники 
[image: image175.wmf]APB

 и 
[image: image176.wmf]AFB

 (рисунок 19), нетрудно доказать, что величины углов 
[image: image177.wmf]APB

 и 
[image: image178.wmf]AFB

 различны. Поэтому величина угла 
[image: image179.wmf]AMB

 не равна 
[image: image180.wmf]a

. 

8. Разберем, как в задачах на построение можно использовать множество всех точек, из которых данный отрезок виден под заданным углом. 

Пример 2. Построить треугольник по стороне 
[image: image181.wmf]a

, противолежащему этой стороне углу 
[image: image182.wmf]a

 и высоте 
[image: image183.wmf]h

, проведенной к стороне 
[image: image184.wmf]a

. 

Построение. 

1. Построим отрезок 
[image: image185.wmf]AB

, равный 
[image: image186.wmf]a

. 

2. Проведем серединный перпендикуляр 
[image: image187.wmf]m

 к отрезку 
[image: image188.wmf]AB

 и построим две дуги окружности, из которых отрезок 
[image: image189.wmf]AB

 виден под углом 
[image: image190.wmf]a

 (рисунок 22). Это построение приведено в пункте 2.6. 

3. На прямой 
[image: image191.wmf]m

 от точки 
[image: image192.wmf]M

 отложим отрезки 
[image: image193.wmf]MK

 и 
[image: image194.wmf]ML

, равные 
[image: image195.wmf]h

, и через точки 
[image: image196.wmf]K

 и 
[image: image197.wmf]L

 проведем прямые 
[image: image198.wmf]1
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 и 
[image: image199.wmf]2
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, параллельные 
[image: image200.wmf]AB

 (рисунок 23). Обозначим точки пересечения прямых 
[image: image201.wmf]1
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 и 
[image: image202.wmf]2
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 с дугами окружностей через 
[image: image203.wmf]1
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, 
[image: image204.wmf]2
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, 
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, 
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Каждый из треугольников 
[image: image207.wmf]1
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, 
[image: image208.wmf]2
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, 
[image: image209.wmf]3
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, 
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 удовлетворяет поставленным условиям. 

Исследование. Если прямые 
[image: image211.wmf]1
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 и 
[image: image212.wmf]2
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 не пересекаются с дугами окружностей, то задача решений не имеет. 

Если прямые 
[image: image213.wmf]1
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 и 
[image: image214.wmf]2
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 касаются дуг окружностей (рисунок 24), то построение приводит к двум равнобедренным треугольникам 
[image: image215.wmf]1
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 и 
[image: image216.wmf]2

ABD

, симметричным относительно прямой 
[image: image217.wmf]AB

. Так как эти треугольники равны, то получаем только одно решение. 

В остальных случаях получаем четыре треугольника, как и на рисунке 23. Так как чертеж симметричен относительно прямых 
[image: image218.wmf]AB

 и 
[image: image219.wmf]m

, то треугольники 
[image: image220.wmf]1
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, 
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[image: image222.wmf]3

ABC

, 
[image: image223.wmf]4

ABC

 равны, а поэтому решение тоже единственно. 

Контрольные вопросы
1. Как определяется угол, вписанный в окружность? 

2. Сформулируйте и докажите теорему об измерении вписанного угла. 

3. Какие свойства биссектрисы угла треугольника вы знаете? 

4. Каким свойством обладают вписанные в окружность углы, опирающиеся на одну дугу? 

5. Какой вид имеет множество всех точек плоскости, из которых данный отрезок виден под прямым углом? 
6. Какой вид имеет множество всех точек плоскости, из которых данный отрезок виден под заданным острым углом? 
7. Какой вид имеет множество всех точек плоскости, из которых данный отрезок виден под заданным тупым углом? 
8. Приведите пример задачи на построение, которую удобно решать с использованием ГМТ, из которых отрезок виден под заданным углом. 

Задачи и упражнения

1. На окружности с отмеченным центром даны две точки. Постройте центральный и соответствующий ему вписанный угол. Сколько решений имеет эта задача? 

2. Хорда 
[image: image224.wmf]AB

 делит окружность на две дуги 
[image: image225.wmf]AMB

 и 
[image: image226.wmf]ATB

 так, что 
[image: image227.wmf]45
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. Вычислите величины вписанных в эту окружность углов 
[image: image228.wmf]AMB

 и 
[image: image229.wmf]ATB

. 

3. Углы 
[image: image230.wmf]AMC

 и 
[image: image231.wmf]ATC

 — вписанные в одну и ту же окружность. Что можно сказать о величинах этих углов? 

4. Центральный угол на 
[image: image232.wmf]35
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 больше вписанного угла, опирающегося на ту же дугу. Вычислите величину каждого из этих углов. 

5. Хорда рассекает окружность на две дуги, угловые величины которых относятся как 5:4. Под какими углами видна хорда из точек этой окружности? 

6. Хорда рассекает окружность на две дуги, угловые величины которых относятся как 7:3. Под какими углами видна хорда из точек этой окружности? 

7. Хорда 
[image: image233.wmf]AB

 делит окружность на две дуги 
[image: image234.wmf]AMB

 и 
[image: image235.wmf]ATB

 так, что 
[image: image236.wmf]23

:=:

((

AMBATB

. Вычислите величины вписанных в эту окружность углов 
[image: image237.wmf]AMB

 и 
[image: image238.wmf]ATB

. 

8. Хорда делит окружность в отношении 5:11. Определите величину вписанных углов, опирающихся на эту хорду. 

9. Окружность разделена на пять равных дуг 
[image: image239.wmf]==

((

ABBC
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. Вычислите величины вписанных в эту окружность углов, стороны которых проходят через точки 
[image: image241.wmf]A

, 
[image: image242.wmf]B

, 
[image: image243.wmf]C

, 
[image: image244.wmf]D

, 
[image: image245.wmf]E

, взятые попарно. 

10. Вычислите угол, вписанный в дугу, составляющую 
[image: image246.wmf]17

32

 окружности. 

11. Дуга содержит 
[image: image247.wmf] 

8452

¢

o

. Под каким углом из точек этой дуги видна ее хорда? 

12. Окружность разделена в отношении 7:11:6 и точки деления соединены между собой. Определите углы полученного треугольника. 

13. Хорда 
[image: image248.wmf]AB

 делит окружность на две дуги, из которых меньшая равна 
[image: image249.wmf]130

o

, а большая делится хордой 
[image: image250.wmf]AC

 в отношении 31:15, считая от точки 
[image: image251.wmf]A

. Определите угол 
[image: image252.wmf]BAC

. 

14. Две окружности с центрами 
[image: image253.wmf]M

 и 
[image: image254.wmf]N

 пересекаются в точках 
[image: image255.wmf]A

 и 
[image: image256.wmf]B

. Через точку 
[image: image257.wmf]A

 проведены диаметры этих окружностей 
[image: image258.wmf]CA

 и 
[image: image259.wmf]DA

. Докажите, что точки 
[image: image260.wmf]B

, 
[image: image261.wmf]C

, 
[image: image262.wmf]D

 лежат на одной прямой. 

15. Две окружности одинакового радиуса пересекаются под углом в 
[image: image263.wmf]60

o

. (Углом между пересекающимися окружностями называют угол между касательными, проведенными к окружностям в точке их пересечения). Определите в градусах меньшую из дуг, заключающихся между точками пересечения окружностей. Рассмотрите два возможных варианта. 

16. На сторонах угла 
[image: image264.wmf]ABC

, равного 
[image: image265.wmf]120

o

, отложены отрезки 
[image: image266.wmf]=

AB



[image: image267.wmf]4
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 см. Проведите окружность через точки 
[image: image268.wmf]A

, 
[image: image269.wmf]B

 и 
[image: image270.wmf]C

 и найдите ее радиус. 

17. Постройте окружность, проходящую через две данные точки 
[image: image271.wmf]A

 и 
[image: image272.wmf]B

 так, чтобы угол между радиусом окружности, проведенным в точку 
[image: image273.wmf]F

, и хордой 
[image: image274.wmf]AB

 был равен 
[image: image275.wmf]30

o

. 

18. На данной прямой 
[image: image276.wmf]MN

 найдите точку, из которой данный отрезок виден под заданным углом. 

19. На плоскости даны два отрезка, 
[image: image277.wmf]a

 и 
[image: image278.wmf]b

. Найдите точку, из которой отрезок 
[image: image279.wmf]a

 виден под углом 
[image: image280.wmf]a

, а отрезок 
[image: image281.wmf]b

 виден под углом 
[image: image282.wmf]b

. 

20. В треугольнике найдите точку, из которой его стороны были бы видны под равными углами. 

21. Постройте ромб по стороне и радиусу вписанной в него окружности. 

22. Постройте общий перпендикуляр к двум данным параллельным прямым, который был бы виден из данной точки под заданным углом. 

23. Постройте треугольник по основанию, углу при вершине и медиане, проведенной к основанию. 

24. Постройте треугольник по радиусу описанной окружности, углу при вершине и высоте, проведенной из этой вершины. 

25. Впишите в данную окружность треугольник, у которого известны сумма двух сторон и угол, противолежащий одной из этих сторон. 

26. Постройте параллелограмм по его углу и диагоналям.

Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 2. Указание. Центральный угол, соответствующий дуге 
[image: image283.wmf]AMB

, равен 
[image: image284.wmf]4
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oo

. На эту дугу опирается вписанный угол 
[image: image285.wmf]ATB

, поэтому 
[image: image286.wmf]1

2

16080

ATB
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oo

. Аналогично находится, что 
[image: image287.wmf]100

AMB

Ð=

o

. 
Аналогично решаются задачи 5–8. 
Задача 14. Указание. Докажите, что 
[image: image288.wmf]90

ABCABD

Ð=Ð=

o

. 
Задача 15. Указание. Пусть 
[image: image289.wmf]M

, 
[image: image290.wmf]N

 — центры окружностей, и 
[image: image291.wmf]A

 — одна из точек их пересечения. Из условия, что угол между касательными, проведенными в точке 
[image: image292.wmf]A

, равен 
[image: image293.wmf]60

o

, следует, что угол 
[image: image294.wmf]MAN

 равен либо 
[image: image295.wmf]60

o

, либо 
[image: image296.wmf]120

o

. Но так как 
[image: image297.wmf]MANA

=

, то угол 
[image: image298.wmf]AMN

 равен либо 
[image: image299.wmf]60

o

, либо 
[image: image300.wmf]30

o

. Меньшая из дуг, заключающихся между точками пересечения окружностей, в два раза больше величины угла 
[image: image301.wmf]AMN

. 
Задача 18. Указание. Множество 
[image: image302.wmf]F

 всех точек, из которых данный отрезок виден под заданным углом, есть объединение двух дуг окружностей. Точки пересечения множества 
[image: image303.wmf]F

 с прямой 
[image: image304.wmf]MN

 и дают искомые точки. 
В зависимости от конкретных данных в задаче может получиться от пустого множества точек до четырех точек. 
Задача 19. Указание. Воспользоваться тем, что известно, какой вид имеет множество всех точек, из которых данный отрезок виден под заданным углом. 
Задача 20. Указание. Достаточно для двух сторон построить множества, из точек каждого из которых соответствующая сторона видна под углом 
[image: image305.wmf]120

o

. 
Задача 21. Указание. Сторона ромба видна из центра вписанной окружности под углом 
[image: image306.wmf]90

o

. 
Задача 22. Указание. Сначала можно построить произвольный перпендикуляр 
[image: image307.wmf]AB

. Затем построить множество 
[image: image308.wmf]F

 всех точек, из которых этот отрезок виден под заданным углом, и через данную точку провести прямую 
[image: image309.wmf]a

 параллельно данным прямым. Точки пересечения прямой 
[image: image310.wmf]a

 с множеством 
[image: image311.wmf]F

 позволяют указать параллельные переносы, которыми надо переместить отрезок 
[image: image312.wmf]AB

, чтобы получить решение задачи. 
Задача 23. Указание. Пусть 
[image: image313.wmf]AB

 — заданная сторона. Сначала построить множество 
[image: image314.wmf]F

 всех точек, из которых отрезок 
[image: image315.wmf]AB

 виден под заданным углом. Затем с центром в середине 
[image: image316.wmf]AB

 и радиусом, равным медиане, провести окружность 
[image: image317.wmf]S

. Точки пересечения окружности 
[image: image318.wmf]S

 с множеством 
[image: image319.wmf]F

 являются третьими вершинами искомых треугольников. 
Задача 24. Указание. Описанная окружность и угол при вершине позволяют построить в окружности хорду, которая равна стороне треугольника, противолежащей данному углу. 
Задача 25. Указание. Смотрите указание к предыдущей задаче. 
Задача 26. Указание. Решение задачи можно свести к решению задачи 23. 
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