08-11-03. Измерение углов дугами окружностей.

1. Измерение вписанных углов дугами окружностей позволяет многие другие углы выразить через связанные с ними дуги. 

В этом пункте разберем, как можно измерять угол, вершина которого лежит вне данной окружности, а каждая сторона пересекает окружность в двух точках. 

Для удобства луч, пересекающий окружность в двух различных точках 
[image: image1.wmf]M

 и 
[image: image2.wmf]N

 будем называть секущей и обозначать 
[image: image3.wmf]MN

. 

Рассмотрим секущие 
[image: image4.wmf]AB

 и 
[image: image5.wmf]CD

, проведенные из точки 
[image: image6.wmf]P

 вне окружности (рисунок 1). Соединим точки 
[image: image7.wmf]A

 и 
[image: image8.wmf]D

 (рисунок 2). Для треугольника 
[image: image9.wmf]PAD

 угол 
[image: image10.wmf]BAD

 является внешним. Поэтому 



[image: image11.wmf]Ð=Ð+Ð,

BADAPDADP


откуда 
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Так как углы 
[image: image13.wmf]BAD

 и 
[image: image14.wmf]ADC

 вписаны в окружность, то 
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Следовательно, 
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В результате приходим к правилу, по которому можно вычислять угол между двумя секущими окружности. 

Величина угла между двумя секущими окружности равна полуразности угловых мер дуг, заключенных между сторонами угла. 
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Пример 1. В окружность радиуса 
[image: image18.wmf]R

 вписан четырехугольник 
[image: image19.wmf]ABCD

, у которого 
[image: image20.wmf]2
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 и 
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 (рисунок 4). Найдем угол между сторонами 
[image: image22.wmf]BC

 и 
[image: image23.wmf]AD

. 

Решение. Рассмотрим дуги 
[image: image24.wmf]AKB

 и 
[image: image25.wmf]CD

. Так как 
[image: image26.wmf]AB

 диаметр, то 
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. Так как 
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. Поэтому угол 
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 между секущими 
[image: image31.wmf]BC

 и 
[image: image32.wmf]AD

 равен 
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2. Разберем, как можно измерять угол, образованный секущей и касательной к окружности, проведенными из одной точки вне окружности. 

Рассмотрим секущую 
[image: image34.wmf]AB

 и касательную 
[image: image35.wmf]PK

, проведенные к окружности из точки 
[image: image36.wmf]P

 (рисунок 5). Через точку 
[image: image37.wmf]B

, лежащую внутри отрезка 
[image: image38.wmf]AP

, проведем хорду 
[image: image39.wmf]BM

, параллельную 
[image: image40.wmf]PK

. Тогда 
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 как соответственные при параллельных прямых. Угол 
[image: image42.wmf]ABM

 — вписанный, а поэтому 
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. Так как хорда 
[image: image44.wmf]BM

 параллельна касательной 
[image: image45.wmf]PK

, то дуги 
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 и 
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 равны. Поэтому 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image49.wmf],

Следовательно
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EMBED Equation.DSMT4[image: image51.wmf]
В результате приходим к правилу, по которому можно вычислять угол между секущей и касательной. 
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Величина угла между секущей и касательной, проведенными к окружности из одной точки, равна полуразности угловых мер дуг, заключенных между сторонами угла. 
Пример 2. Из точки 
[image: image53.wmf]A

 вне окружности проведены касательная 
[image: image54.wmf]AB

 и секущая, пересекающая окружность по диаметру 
[image: image55.wmf]CD

, причем 
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 (рисунок 7). Найдем углы треугольника 
[image: image57.wmf]BCD

. 

Решение. Угол 
[image: image58.wmf]BAC

 образован касательной и секущей, а поэтому 
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. Отсюда 
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. Так как 
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 диаметр, то 
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, откуда 
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. Тогда 
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. Углы 
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 и 
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 вписанные, а поэтому 
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. Третий угол 
[image: image70.wmf]CBD

 треугольника 
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 прямой. 

3. Разберем, как можно измерять угол между хордой и касательной, проведенными из одной точки окружности. 

Рассмотрим окружность и из точки 
[image: image72.wmf]A

 этой окружности проведем хорду 
[image: image73.wmf]AB

 и касательную 
[image: image74.wmf]AC

. При этом возможны три случая. 

Первый случай. Хорда 
[image: image75.wmf]AB

 — диаметр (рисунок 8). Тогда по свойству касательной угол 
[image: image76.wmf]BAC

 прямой. Угол 
[image: image77.wmf]BAC

 высекает на окружности дугу 
[image: image78.wmf]AMB

, поэтому 
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. Следовательно, в рассматриваемом случае можно написать равенство 
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Второй случай. Хорда 
[image: image81.wmf]AB

 образует острый угол с касательной 
[image: image82.wmf]AC

 (рисунок 9). Проведем диаметр 
[image: image83.wmf]AD

. Так как угол 
[image: image84.wmf]ABD

 опирается на диаметр окружности, то 
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. Поэтому 
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, откуда 
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. Так как касательная 
[image: image88.wmf]AC

 перпендикулярна диаметру 
[image: image89.wmf]AD

, то 
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. Следовательно, 
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потому что вписанный угол 
[image: image92.wmf]BDA

 опирается на дугу 
[image: image93.wmf]AB

. 

Третий случай. Хорда 
[image: image94.wmf]AB

 образует тупой угол с касательной 
[image: image95.wmf]AC

 (рисунок 10). Рассмотрим угол 
[image: image96.wmf]KBC

, дополняющий угол 
[image: image97.wmf]ABC

 до развернутого. Тогда на основании предыдущего случая 
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. Поэтому 
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В результате приходим к правилу, по которому можно вычислять угол между хордой и касательной. 

Величина угла между хордой и касательной, проведенными из одной точки окружности, равна половине угловой меры дуги, заключенной между сторонами угла. 
4. Разберем, как можно измерять угол, вершина которого находится внутри данной окружности. 

Пусть стороны угла с вершиной 
[image: image100.wmf]P

 пересекают окружность 
[image: image101.wmf]S

 в точках 
[image: image102.wmf]A

 и 
[image: image103.wmf]B

, как на рисунке 11. Найдем точки 
[image: image104.wmf]C

 и 
[image: image105.wmf]D

 пересечения продолжений лучей 
[image: image106.wmf]PA

 и 
[image: image107.wmf]PB

 с окружностью 
[image: image108.wmf]S

 (рисунок 12). Рассмотрим треугольник 
[image: image109.wmf]APD

. Угол 
[image: image110.wmf]APB

 является внешним для этого треугольника, поэтому 
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. Так как углы 
[image: image112.wmf]ADB

 и 
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 вписанные, то 
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В результате приходим к правилу, по которому можно вычислять угол с вершиной внутри окружности. 

Величина угла, вершина которого внутри окружности, равна полусумме угловых мер дуг, одна из которых заключена между сторонами угла, а вторая — между продолжениями сторон угла. 
Иногда это правило формулируют по-другому: 

угол между двумя хордами окружности равен полусумме угловых мер противоположных дуг, заключенных между этими хордами. 
Применяя правило в этой формулировке, нужно следить за соответствием между углами и дугами окружностей. 

Пример 3. Около треугольника 
[image: image117.wmf]ABC

 описана окружность и отмечены середины дуг, на которые точки 
[image: image118.wmf]A

, 
[image: image119.wmf]B

, 
[image: image120.wmf]C

 разбивают окружность (рисунок 8): точка 
[image: image121.wmf]M

 середина дуги 
[image: image122.wmf]AB

, точка 
[image: image123.wmf]N

 середина дуги 
[image: image124.wmf]BC

, точка 
[image: image125.wmf]K

 середина дуги 
[image: image126.wmf]AC

. Докажем, что 
[image: image127.wmf]^
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Решение. По условию 
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. Применяя правило измерения угла с вершиной внутри окружности, получаем 
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Следовательно, 
[image: image133.wmf]^
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, что и требовалось доказать. 

Контрольные вопросы
1. Как измеряется угол между двумя секущими, проведенными из одной точки? 

2. Как измеряется угол между секущей и касательной, проведенными из одной точки? 

3. Как измерить дугами окружностей угол между двумя касательными, проведенными из одной точки вне окружности? 

4. Как измеряется угол между хордой и касательной, проведенными из одной точки окружности? 

5. Как измеряется угол между двумя лучами, проведенными из одной точки внутри окружности? 

Задачи и упражнения

1. Из точки окружности проведены диаметр и хорда, равная радиусу. Найдите угол между ними. 

2. Из точки окружности проведены две хорды, каждая из которых равна радиусу. Найдите угол между ними. 

3. Через конец хорды, делящей окружность в отношении 3:5, проведена касательная. Определите острый угол между хордой и касательной. 

4. Через один конец диаметра окружности проведена касательная, а через другой – секущая, которая с касательной составляет угол в 
[image: image134.wmf]2030
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. Найдите меньшую из дуг, заключенных между касательной и секущей. 

5. Определите, сколько градусов содержит дуга, если перпендикуляр, проведенный к хорде из ее конца, делит дополнительную до окружности дугу в отношении 5:2. 

6. Точки 
[image: image135.wmf]A

 и 
[image: image136.wmf]B

 соединены двумя дугами, лежащими по разные стороны от прямой 
[image: image137.wmf]AB

. Дуга 
[image: image138.wmf]ACB

 содержит 
[image: image139.wmf]11723

¢

o

 и дуга 
[image: image140.wmf]ABD

 содержит 
[image: image141.wmf]4237

¢

o

. Середины 
[image: image142.wmf]C

 и 
[image: image143.wmf]D

 этих дуг соединены с точкой 
[image: image144.wmf]A

. Определите угол 
[image: image145.wmf]CAD

. 

7. В данном круге проведены две равные параллельные между собой хорды, расстояние между которыми равно радиусу данного круга. Найдите острый угол между пересекающимися отрезками, соединяющими концы этих хорд. 

8. Хорды 
[image: image146.wmf]AB

 и 
[image: image147.wmf]AC

 стягивают дугу 
[image: image148.wmf]AB

 в 
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 и дугу 
[image: image150.wmf]AC

 в 
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. Определите угол 
[image: image152.wmf]BAC

. Сколько различных ответов имеет эта задача? 

9. Концы диаметра удалены от касательной на 0,6 и 1,6. Определите длину диаметра. 

10. В окружность радиуса 6 см вписан правильный треугольник, на стороне которого построен квадрат. Вычислите радиус окружности, описанной около этого квадрата. 

11. Через точку касания двух окружностей проведена секущая. Докажите, что касательные, проведенные через концы образовавшихся хорд, параллельны. 

12. Дуга AB окружности имеет величину 
[image: image153.wmf]7327
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. Через точку 
[image: image154.wmf]B

 к окружности проведена касательная, пересекающая продолжение радиуса 
[image: image155.wmf]OA

 в точке 
[image: image156.wmf]C

. Найдите величину угла 
[image: image157.wmf]ACB

. 

13. В окружности с центром 
[image: image158.wmf]O

 проведена хорда 
[image: image159.wmf]AB

 и продолжена на расстояние 
[image: image160.wmf]BC

, равное радиусу. Из точки 
[image: image161.wmf]C

 через центр 
[image: image162.wmf]O

 проведена секущая, пересекающая окружность в точках 
[image: image163.wmf]D

 и 
[image: image164.wmf]E

 так, что 
[image: image165.wmf]O

 лежит на отрезке 
[image: image166.wmf]CD

. Докажите, что угол 
[image: image167.wmf]AOD

 равен утроенному углу 
[image: image168.wmf]ACD

. 

14. В равнобедренном треугольнике 
[image: image169.wmf]ABC

 углы при основании 
[image: image170.wmf]AC

 равны по 
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. Точка 
[image: image172.wmf]D

 внутри треугольника выбрана так, что 
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. Найдите угол 
[image: image175.wmf]BAD
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15. Из точки 
[image: image176.wmf]A

 окружности 
[image: image177.wmf]S

 проводятся хорды 
[image: image178.wmf]AB

, 
[image: image179.wmf]AC

, 
[image: image180.wmf]AD

 так, что 
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. Докажите, что 
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16. Из точки 
[image: image183.wmf]A

, расположенной вне окружности 
[image: image184.wmf]S

 с центром 
[image: image185.wmf]O

, проведена касательная 
[image: image186.wmf]AB

, а из точки 
[image: image187.wmf]B

 опущен перпендикуляр 
[image: image188.wmf]BC

 на прямую 
[image: image189.wmf]OA

. Докажите, что если проведенная из точки 
[image: image190.wmf]A

 секущая пересекает окружность 
[image: image191.wmf]S

 в точках 
[image: image192.wmf]M

 и 
[image: image193.wmf]N

, то 
[image: image194.wmf]Ð=Ð
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17. Вершины треугольника 
[image: image195.wmf]ABC

 разбивают окружность 
[image: image196.wmf]S

 на три дуги, точка 
[image: image197.wmf]M

 — середина дуги 
[image: image198.wmf]AB

, точка 
[image: image199.wmf]N

 — середина дуги 
[image: image200.wmf]BC

. Пусть 
[image: image201.wmf]O

 — центр окружности, вписанной в треугольник 
[image: image202.wmf]ABC

, а точки 
[image: image203.wmf]K

 и 
[image: image204.wmf]L

 – - точки пересечения отрезка 
[image: image205.wmf]MN

 со сторонами 
[image: image206.wmf]AB

 и 
[image: image207.wmf]BC

. Докажите, что четырехугольник 
[image: image208.wmf]OKBL

 – ромб. 

18. Найдите множество всех точек плоскости, из которых два равных отрезка 
[image: image209.wmf]AB

 и 
[image: image210.wmf]BC

, не лежащие на одной прямой, видны под равными углами. 

19. На плоскости дан квадрат 
[image: image211.wmf]ABCD

. Найдите множество всех точек плоскости, из которых отрезки 
[image: image212.wmf]AB

 и 
[image: image213.wmf]CD

 видны под равными углами.

Ответы и указания к решению наиболее трудных задач. 
Задача 5. Указание. Одна из получающихся дуг равна полуокружности. 
Задача 6. 
Указание. 
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Задача 12. Указание. Треугольник 
[image: image216.wmf]OCB

 прямоугольный и 
[image: image217.wmf]COBAOB
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. 
Задача 13. Указание. 
[image: image218.wmf]2
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. 
Задача 14. 
Указание. Построим окружность с центром в 
[image: image219.wmf]точке

B
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 BA. Так как 
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, то из точек меньшей дуги 
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 отрезок 
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 виден под углом 
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. Из условия 
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. Поэтому при симметричном отражении точки 
[image: image228.wmf]D

 относительно прямой 
[image: image229.wmf]AC

 получим точку 
[image: image230.wmf]K

, которая попадает на дугу 
[image: image231.wmf]AC

 (рис. 1). В равнобедренном треугольнике 
[image: image232.wmf]ABK

 с равными сторонами 
[image: image233.wmf]AB

 и 
[image: image234.wmf]BK

 угол 
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 равен 
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. Поэтому 
[image: image237.wmf]ADAKAB
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. Но тогда в равнобедренном треугольнике 
[image: image238.wmf]ABD

 угол 
[image: image239.wmf]BAD

 равен 
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, откуда следует, что 
[image: image241.wmf]70
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Задача 15. 
Указание. Построим на отрезке 
[image: image242.wmf]AC

 точку 
[image: image243.wmf]M

 так, что 
[image: image244.wmf]AMAD
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 (рис. ?). Рассмотрев треугольники 
[image: image245.wmf]ABD

 и 
[image: image246.wmf]CMD

, удается доказать, что эти треугольники равны. 
Задача 16. Указание. Углы 
[image: image247.wmf]ABM

 и 
[image: image248.wmf]BNA

 измеряются половиной дуги 
[image: image249.wmf]BM

, и поэтому равны. Отсюда следует, что треугольники 
[image: image250.wmf]ABM

 и 
[image: image251.wmf]ANB

 подобны, откуда 
[image: image252.wmf]AN
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. Далее, треугольники 
[image: image253.wmf]ABC

 и 
[image: image254.wmf]AOB

 также подобны, откуда 
[image: image255.wmf]AO
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. Из полученных равенств отношений следует подобие треугольников 
[image: image256.wmf]AMC

 и 
[image: image257.wmf]AON

, откуда можно сделать вывод, что точки 
[image: image258.wmf]M

, 
[image: image259.wmf]C

, 
[image: image260.wmf]O

, 
[image: image261.wmf]N

 лежат на одной окружности (рис. 3). 
Задача 17. Указание. Пусть точка 
[image: image262.wmf]D

 — середина дуги 
[image: image263.wmf]AC

. Измеряя углы дугами окружности, удается доказать, что отрезки 
[image: image264.wmf]MN

 и 
[image: image265.wmf]BD

 перпендикулярны. Так как лучи AN 
[image: image266.wmf]и

CM 
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. Поэтому отрезок 
[image: image274.wmf]BO

 делится прямой 
[image: image275.wmf]MN

 пополам. 
Аналогично получается, что отрезок 
[image: image276.wmf]KL

 делится прямой 
[image: image277.wmf]BO

 пополам. 
Задача 18. Указание. Искомое множество есть объединение множества точек серединного перпендикуляра к отрезку AC
[image: image278.wmf]лучей

,

 AL 
[image: image279.wmf]и

 CN, 
[image: image280.wmf]прямой

 AC, дуги AFC 
[image: image281.wmf]окружности,
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5). 

Доказать, что каждая точка указанного множества удовлетворяет условию задачи, можно без особых сложностей. Значительно труднее доказать, что нет других точек, из которых отрезки 
[image: image287.wmf]AB

 и 
[image: image288.wmf]BC

 видны под равными углами. Рассмотрим один из возможных способов доказательства. 
Пусть точка 
[image: image289.wmf]M

 удовлетворяет условию задачи, то есть 
[image: image290.wmf]AMB
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. Возможны два случая взаимного расположения точек. 
I. Точки 
[image: image292.wmf]A

 и 
[image: image293.wmf]C

 расположены в одной полуплоскости относительно прямой 
[image: image294.wmf]BM

. Но тогда точки 
[image: image295.wmf]A

 и 
[image: image296.wmf]C

 лежат на одном луче с вершиной 
[image: image297.wmf]M

, а поэтому точка 
[image: image298.wmf]M

 лежит либо на луче 
[image: image299.wmf]AL

, либо на луче 
[image: image300.wmf]CN

. 
II. Точки 
[image: image301.wmf]A

 и 
[image: image302.wmf]C

 расположены в разных полуплоскостях относительно прямой 
[image: image303.wmf]BM

. Симметрично отобразим точку 
[image: image304.wmf]C

 относительно прямой 
[image: image305.wmf]BM

 в точку 
[image: image306.wmf]2
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. Из условия следует, что точка 
[image: image307.wmf]2
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 попадет на луч 
[image: image308.wmf]MA

, а так как 
[image: image309.wmf]BCBA
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, то возможны два случая. 
1). Точка 
[image: image310.wmf]2

C

 совпадает с точкой 
[image: image311.wmf]A

. Но тогда треугольники 
[image: image312.wmf]ABM

 и 
[image: image313.wmf]CBM

 равны, а поэтому точка 
[image: image314.wmf]M

 лежит на серединном перпендикуляре к отрезку 
[image: image315.wmf]AC

. 
2). Точка 
[image: image316.wmf]2

C

 не совпадает с точкой 
[image: image317.wmf]A

 (рис. 6). Тогда 
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. Отсюда можно сделать вывод, что точка 
[image: image320.wmf]M

 лежит на дуге 
[image: image321.wmf]AFC

 окружности, описанной около треугольника 
[image: image322.wmf]ABC

. 
Задача 19. Указание. Искомое множество на рис. 7 выделено жирными линиями. Доказательство аналогично тому, как сделано в указании к решению задачи 18. 
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