Тема 12. Тригонометрические функции направленного угла
Цель темы – обобщить процедуру измерения углов, ввести направленные углы, принимающие произвольные значения в градусной мере, определить тригонометрические функции направленных углов, в ознакомительном плане вывести формулы поворота относительно начала координат.

Вы познакомитесь с тригонометрическими функциями произвольного центрального угла величины от 
[image: image1.wmf]0

o

 до 
[image: image2.wmf]360

o

, и с формулами для вычисления координат точки при повороте ее вокруг начала на угол от 
[image: image3.wmf]0

o

 до 
[image: image4.wmf]360

o

. Повороты приводят к дальнейшему расширению понятия угла. Будут рассмотрены направленные (то есть положительные и отрицательные) углы любой величины и определены значения тригонометрических функций таких углов. 

08-12-01. Определение тригонометрических функций центрального угла
1. Изображение острого угла в координатной плоскости.
Напомним, что каждый острый угол величины 
[image: image5.wmf]a

, где 
[image: image6.wmf]a

 от 
[image: image7.wmf]0

o

 до 
[image: image8.wmf]90

o

, можно изобразить в координатной плоскости. При изображении одна сторона угла совпадает с положительным лучом оси 
[image: image9.wmf]Ox

, а вторая сторона является лучом, расположенным в первой четверти (рисунок 1). 

Изображение острого угла 
[image: image10.wmf]a

 можно представлять как центральный угол, если рассмотреть тригонометрическую окружность. Для этого выберем ту часть плоскости, которая ограничена сторонами угла и содержит дугу тригонометрической окружности, целиком расположенную в первой четверти (рисунок 2). В результате каждый острый угол изобразится как центральный угол 
[image: image11.wmf]BOA

, расположенный в первой четверти. Луч 
[image: image12.wmf]OB

, определяющий угол величины 
[image: image13.wmf]a

, можно получить из положительного луча оси 
[image: image14.wmf]Ox

 поворотом против хода часовой стрелки на угол 
[image: image15.wmf]a

. 

2. Изображение центрального угла 
[image: image16.wmf]a

 при 
[image: image17.wmf]90180
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.
Рассмотрим теперь центральный угол величины 
[image: image18.wmf]a

, где 
[image: image19.wmf]90180
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. Изображением этого угла в координатной плоскости назовем такой равный ему центральный угол 
[image: image20.wmf]AOB

 тригонометрической окружности, у которого одна сторона совпадает с положительным лучом 
[image: image21.wmf]OA

 оси 
[image: image22.wmf]Ox

 и который целиком содержится в полуплоскости с положительными ординатами (рисунок 3). 

Заметим, что в этом случае 
[image: image23.wmf]90
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, где 
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. Поэтому центральный угол 
[image: image25.wmf]AOB

 объединяет I четверть координатной плоскости и угол 
[image: image26.wmf]COB

 величины 
[image: image27.wmf]b

 из II четверти. 

3. Изображение центрального угла 
[image: image28.wmf]a

 при 
[image: image29.wmf]180360
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.
Рассмотрим теперь центральный угол величины 
[image: image30.wmf]a

, где 
[image: image31.wmf]180360
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. Изображением этого угла на координатной плоскости назовем такой равный ему центральный угол 
[image: image32.wmf]AOB

 тригонометрической окружности, у которого одна сторона совпадает с положительным лучом оси 
[image: image33.wmf]Ox

 и который целиком содержит первую и вторую четверти координатной плоскости. 

Пример 1. Изобразим центральный угол в 
[image: image34.wmf]210

o

. Так как 
[image: image35.wmf]210909030
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, то центральный угол изображается как на рисунке 4 и содержит I четверть, II четверть и угол 
[image: image36.wmf]COB

 в 
[image: image37.wmf]30

o

 из III четверти. 

Пример 2. Изобразим центральный угол в 
[image: image38.wmf]310
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. Так как 
[image: image39.wmf]310909090
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, то центральный угол изображается как на рисунке 5 и объединяет I четверть, II четверть, III четверть и угол 
[image: image41.wmf]COB

 в 
[image: image42.wmf]40

o

 из IV четверти. 

4. Поворот положительного луча оси 
[image: image43.wmf]Ox

на угол 
[image: image44.wmf]a

 при 
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.
Изображая центральный угол в координатной плоскости, мы одну сторону угла всегда совмещаем с положительным лучом оси 
[image: image46.wmf]Ox

. Поэтому изображение центрального угла однозначно определяется второй стороной. Например, на рисунке 6 луч 
[image: image47.wmf]OB

 определяет центральный угол в 
[image: image48.wmf]240
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. 

Пусть луч 
[image: image49.wmf]OM

 определяет центральный угол величины 
[image: image50.wmf]a

, где 
[image: image51.wmf]0360
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. Будем по определению считать, что луч 
[image: image52.wmf]OM

 получается из положительного луча оси 
[image: image53.wmf]Ox

 поворотом на угол 
[image: image54.wmf]a

. 

Наглядно этот поворот можно представить, как вращение луча 
[image: image55.wmf]OA

 против хода часовой стрелки до того момента, когда он совпадет с лучом 
[image: image56.wmf]OM

 (рисунок 7). 

Таким образом, при 
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 центральный угол величины 
[image: image58.wmf]a

 определяется лучом, который получается из положительного луча оси 
[image: image59.wmf]Ox

 поворотом на угол 
[image: image60.wmf]a

. 

5. Определение синуса центрального угла, определяемого лучом 
[image: image61.wmf]OB

.
Напомним, что после определения синуса острого угла в прямоугольном треугольнике как отношения противолежащего катета к гипотенузе, мы установили следующее свойство: если острый угол 
[image: image62.wmf]a

 в координатной плоскости определяется лучом 
[image: image63.wmf]OB

, то синус угла 
[image: image64.wmf]a

 равен ординате точки пересечения луча 
[image: image65.wmf]OB

 с тригонометрической окружностью. 

При обобщении понятия синуса на центральные углы от 
[image: image66.wmf]0

o

 до 
[image: image67.wmf]360

o

 указанное свойство принимается за определение. 

Синусом центрального угла, который определяется в координатной плоскости лучом 
[image: image68.wmf]OB

, называется ордината точки 
[image: image69.wmf]M

 пересечения луча 
[image: image70.wmf]OB

 с тригонометрической окружностью. 

Пример 3. Найдем 
[image: image71.wmf]sin150

o

. 

Так как 
[image: image72.wmf]1509060
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, то угол в 
[image: image73.wmf]150

o

 определяется лучом 
[image: image74.wmf]OM

, расположенным во II четверти, и при этом 
[image: image75.wmf]60
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 (рисунок 9). Проведем 
[image: image76.wmf]^
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 и получим прямоугольный треугольник 
[image: image77.wmf]OMK

, у которого 
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=

OM

 и 
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. Так как точка 
[image: image80.wmf]M

 расположена во II четверти, то ее ордината положительна и равна длине отрезка 
[image: image81.wmf]OK

. Из треугольника 
[image: image82.wmf]OMK

 получаем 
[image: image83.wmf]1

2

cos60

=×=

o

OKOM

. Следовательно, 
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Пример 4. Найдем 
[image: image85.wmf]sin315

o

. 

Так 
[image: image86.wmf]31539045
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, то угол в 
[image: image87.wmf]315

o

 определяется лучом 
[image: image88.wmf]OM

, расположенным в IV четверти, и при этом 
[image: image89.wmf]Ð=
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[image: image90.wmf]45
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 (рисунок 10). Проведем 
[image: image91.wmf]^
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 и получим прямоугольный треугольник 
[image: image92.wmf]OMK

, у которого 
[image: image93.wmf]1
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 и 
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[image: image95.wmf]45
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. Так как точка 
[image: image96.wmf]M

 расположена в IV четверти, то ее ордината отрицательна и равна длине отрезка 
[image: image97.wmf]OK

, взятой со знаком минус. Из треугольника 
[image: image98.wmf]OMK

 получаем 
[image: image99.wmf]cos1
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. Следовательно, 
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Пример 5. Найдем 
[image: image103.wmf]sin90

o

. 

Угол в 
[image: image104.wmf]90

o

 определяется положительным лучом 
[image: image105.wmf]OM

 оси 
[image: image106.wmf]Oy

. Точка 
[image: image107.wmf]M

, лежащая на тригонометрической окружности, имеет координаты (0;1). Следовательно, 
[image: image108.wmf]sin901
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6. Определение косинуса центрального угла, определяемого лучом 
[image: image109.wmf]OB

.

Обобщим понятие косинуса на центральные углы от 
[image: image110.wmf]0

o

 до 
[image: image111.wmf]360
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. 

Косинусом центрального угла, который определяется в координатной плоскости лучом 
[image: image112.wmf]OB

, называется абсцисса точки 
[image: image113.wmf]M

 пересечения луча 
[image: image114.wmf]OM

 с тригонометрической окружностью. 

Пример 6. Найдем 
[image: image115.wmf]cos240

o

. 

Так как 
[image: image116.wmf]24029060
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, то угол в 
[image: image117.wmf]240

o

 определяется лучом 
[image: image118.wmf]OM

, расположенным в III четверти, и при этом 
[image: image119.wmf]Ð=
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 (рисунок 11). Проведем 
[image: image121.wmf]^
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 и получим прямоугольный треугольник 
[image: image122.wmf]OMK

, у которого 
[image: image123.wmf]1
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 и 
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[image: image125.wmf]60
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. Так как точка 
[image: image126.wmf]M

 расположена в III четверти, то ее абсцисса отрицательна и равна длине отрезка 
[image: image127.wmf]OK

, взятой со знаком минус. Из треугольника 
[image: image128.wmf]OMK

 получаем 
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Следовательно, 
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Пример 7. Найдем 
[image: image131.wmf]cos315

o

. 

Так как 
[image: image132.wmf]31539045
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, то угол в 
[image: image133.wmf]315

o

 определяется лучом 
[image: image134.wmf]OM

, расположенным в IV четверти, и при этом 
[image: image135.wmf]45
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 (рисунок 12). Проведем 
[image: image136.wmf]^
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 и получим прямоугольный треугольник 
[image: image137.wmf]OMK

, у которого 
[image: image138.wmf]1
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 и 
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. Так как точка 
[image: image140.wmf]M

 расположена в IV четверти, то ее абсцисса положительна и равна длине отрезка 
[image: image141.wmf]OK

. Из треугольника 
[image: image142.wmf]OMK

 получаем 
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7. Равенство 
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Докажем, что для любого угла 
[image: image147.wmf]a

 от 
[image: image148.wmf]0
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 до 
[image: image149.wmf]360
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 выполняется равенство 



[image: image150.wmf]22
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Доказательство. Изобразим угол 
[image: image151.wmf]a

 на координатной плоскости с помощью луча 
[image: image152.wmf]OM

, где 
[image: image153.wmf]M

 — точка тригонометрической окружности, то есть 
[image: image154.wmf]1
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. По определению синуса и косинуса угла точка‘ 
[image: image155.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image156.wmf](cossin)
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. По формуле расстояния получаем 
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Но так как 
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, то 
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что и требовалось доказать. 

8. Тангенс центрального угла.
Обобщим понятие тангенса на центральные углы 
[image: image161.wmf]a

 от 
[image: image162.wmf]0

o

 до 
[image: image163.wmf]360
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Тангенсом центрального угла 
[image: image164.wmf]a

 при 
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 и 
[image: image167.wmf]270
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 называется отношение 
[image: image168.wmf]sin
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Таким образом, тангенс углов в 
[image: image169.wmf]90

o

 и в 
[image: image170.wmf]270

o

 не определяется, так как при этих значениях углов косинус равен 0,а при других значениях 
[image: image171.wmf]a

 от 
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 до 
[image: image173.wmf]360
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 тангенс 
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 можно вычислить, зная 
[image: image175.wmf]sin
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В пунктах 5 и 6 было найдено, что 
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9.* Котангенс центрального угла.
Тригонометрическая функция котангенс также обобщается на центральные углы. 

Котангенсом центрального угла 
[image: image181.wmf]a

 при 
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 называется отношение 
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Контрольные вопросы
1. Что называется синусом и косинусом центрального угла, который определяется в координатной плоскости лучом 
[image: image187.wmf]OM

? 

2. Докажите, что для любого центрального угла 
[image: image188.wmf]a

 от 
[image: image189.wmf]0

o

 до 
[image: image190.wmf]360

o

 выполняется равенство 
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3. Определите тангенс центрального угла 
[image: image192.wmf]a

, если 
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4. Как определяется котангенс центрального угла 
[image: image196.wmf]a

 от 
[image: image197.wmf]0

o

 до 
[image: image198.wmf]360

o

, отличного от 
[image: image199.wmf]0

o

, 
[image: image200.wmf]180
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 и 
[image: image201.wmf]360
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 ? 

Задачи и упражнения

1. Постройте центральные углы тригонометрической окружности величины 
[image: image202.wmf]60

o

; 
[image: image203.wmf]45

o

; 
[image: image204.wmf]225

,

o

; 
[image: image205.wmf]15

o

. 

2. Постройте центральные углы тригонометрической окружности величины 
[image: image206.wmf]120

o

; 
[image: image207.wmf]150

o

; 
[image: image208.wmf]165

o

; 
[image: image209.wmf]1125

,

o

; 
[image: image210.wmf]1575

,
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3. Постройте центральные углы тригонометрической окружности величины 
[image: image211.wmf]225

o

; 
[image: image212.wmf]255

o

; 
[image: image213.wmf]240

o

; 
[image: image214.wmf]300

o

; 
[image: image215.wmf]330

o

; 
[image: image216.wmf]3375

,

o

. 

4. На какой центральный угол надо повернуть положительный луч оси 
[image: image217.wmf]Ox

, чтобы он совпал: 

а) с противоположным ему лучом; 

б) с отрицательным лучом оси Oy; 

в) с положительным лучом оси Oy ? 

5. Вычислите: 


[image: image218.wmf]sin120
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; 
[image: image219.wmf]sin135
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; 
[image: image220.wmf]sin180
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; 
[image: image221.wmf]sin210
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; 
[image: image222.wmf]sin225

o
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[image: image223.wmf]sin270

o

; 
[image: image224.wmf]sin300

o

; 
[image: image225.wmf]sin330

o

; 
[image: image226.wmf]sin360

o
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6. Вычислите: 


[image: image227.wmf]cos0

o

; 
[image: image228.wmf]cos135

o

; 
[image: image229.wmf]cos180

o

; 
[image: image230.wmf]cos210

o

; 
[image: image231.wmf]cos225

o
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[image: image232.wmf]cos270

o

; 
[image: image233.wmf]cos300

o

; 
[image: image234.wmf]cos330

o

; 
[image: image235.wmf]cos360

o

. 

7. В каких четвертях синус и косинус имеют одинаковые знаки? 

8. Найдите: 

1) 
[image: image236.wmf]sin

a

, если 
[image: image237.wmf]cos0
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=

; 2) 
[image: image238.wmf]cos

a

, если 
[image: image239.wmf]1

2

sin

a

=-

; 

3) 
[image: image240.wmf]sin

a

, если 
[image: image241.wmf]1

2

cos

a

=-

; 4) 
[image: image242.wmf]cos

a

, если 
[image: image243.wmf]1

2

sin

a

=

 и 
[image: image244.wmf]90

a

££

o

 
[image: image245.wmf]180

£

o

. 

9. Вычислите: 

1) 
[image: image246.wmf]0

tg

o

; 
[image: image247.wmf]120

tg

o

; 
[image: image248.wmf]135

tg

o

; 
[image: image249.wmf]150

tg

o

; 


[image: image250.wmf]180

tg

o

; 
[image: image251.wmf]210

tg

o

; 
[image: image252.wmf]225

tg

o

; 
[image: image253.wmf]300

tg

o

; 

2) 
[image: image254.wmf]90

ctg

o

; 
[image: image255.wmf]120

ctg

o

; 
[image: image256.wmf]135

ctg

o

; 
[image: image257.wmf]150

ctg

o

; 


[image: image258.wmf]210

ctg

o

; 
[image: image259.wmf]225

ctg

o

; 
[image: image260.wmf]300

ctg

o

; 
[image: image261.wmf]330

ctg

o

. 

10. Постройте углы от 
[image: image262.wmf]0

o

 до 
[image: image263.wmf]360

o

, тангенсы которых равны -2. 

11. Определите значения остальных тригонометрических функций угла 
[image: image264.wmf]a

, если: 

1) 
[image: image265.wmf]1

tg

a

=-

 и 
[image: image266.wmf]90180

a

<<

oo

; 

2) 
[image: image267.wmf]4

5

sin

a

=

 и 
[image: image268.wmf]90180

a

<<

oo

; 

3) 
[image: image269.wmf]cos08

a

=-,

 и 
[image: image270.wmf]180270

a

<<

oo

; 

4) 
[image: image271.wmf]3

ctg

a

=-

 и 
[image: image272.wmf]270360

a

<<

oo

. 

12. Составьте схему знаков тригонометрических функций углов от 
[image: image273.wmf]0

o

 до 
[image: image274.wmf]360

o

 в зависимости от того, в какой четверти расположен луч 
[image: image275.wmf]OM

, определяющий данный угол. 
Ответы и указания к наиболее трудным задачам
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