08-12-03. Повороты и направленные углы
1. Формулы 
[image: image1.wmf]cos

a

=,

aR
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 для нахождения координат точки 
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 по расстоянию 
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=
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 и центральному углу, определяемому лучом 
[image: image6.wmf]OM

.
Рассмотрим в координатной плоскости точку 
[image: image7.wmf]M

, отличную от точки 
[image: image8.wmf]O

 — начала системы координат. Пусть расстояние 
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 равно 
[image: image10.wmf]R

, а луч 
[image: image11.wmf]OM

 определяет центральный угол величины 
[image: image12.wmf]a

. Найдем точку 
[image: image13.wmf]P

 пересечения луча 
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 с тригонометрической окружностью (рисунок 1). По определению точка 
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 имеет координаты 
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. Обозначим через 
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 координаты точки 
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Так как точки 
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 и 
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 лежат на одном луче с катетом 
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, то точка 
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 получается из точки 
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 гомотетией с некоторым положительным коэффициентом 
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. Следовательно, 
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где 
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Так как 
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. Подставляя вместо 
[image: image30.wmf]a

 и 
[image: image31.wmf]b

 их выражения через 
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Так как 
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. Поэтому 
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В результате приходим к правилу, по которому можно находить координаты точки 
[image: image42.wmf]M

, зная расстояние 
[image: image43.wmf]OM

 и центральный угол, определяемый лучом 
[image: image44.wmf]OM

. 

Пример 1. Точка 
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 расположена так, что 
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, а луч 
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 определяет центральный угол в 
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. Найдем координаты точки 
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Решение. Пусть 
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 — координаты точки 
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. В примерах из пунктов 1.5 и 1.6 было установлено, что 
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[image: image54.wmf]1

cos120126

2

æö

==×=-,

ç÷

èø

o

pOM




[image: image55.wmf]3

sin1201263

2

==×=,

o

qOM


то есть 
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 (рисунок 2).

2. Формулы Rcos(
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) для поворота на угол 
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.Область применения этой формулы.
Возьмем в координатной плоскости точку 
[image: image62.wmf]M

, отличную от начала 
[image: image63.wmf]O

. Положение точки 
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 можно задать расстоянием 
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 и центральным углом 
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, который определяется лучом 
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. Рассмотрим поворот точки 
[image: image68.wmf]M

 относительно центра 
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 против хода часовой стрелки на угол 
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. Для примера возьмем 
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 не больше 
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, то при этом повороте точка 
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 переходит в такую точку 
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, что 
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, а луч 
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 определяет центральный угол величины 
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 (рисунок 3). 

Из предыдущего пункта следует, что точка 
[image: image79.wmf]M

 имеет координаты 
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а точка 
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 имеет координаты 
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Следовательно, для 
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 получаем правило, позволяющее с помощью тригонометрических функций определять координаты точек, получающихся поворотом с центром 
[image: image84.wmf]O

 против часовой стрелки на 
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: точка 
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переходит в точку 
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Например, точка 
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 при данном повороте переходит в точку 
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 (рисунок 4). 

3. В предыдущем пункте мы получили правило преобразования координат при повороте с центром 
[image: image90.wmf]O

 против хода часовой стрелки на 
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 для точек из области, изображенной на рисунке 5. Если точка 
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 не лежит в указанной области, то луч 
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 определяет угол 
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, который больше 
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. Поэтому сумма 
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 больше 
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. Для того, чтобы формулы из предыдущего пункта были применимы, нужно определить углы, величины которых больше 
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Пример 2. Пусть луч 
[image: image99.wmf]OM

 определяет угол в 
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. При повороте точки 
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 против хода часовой стрелки на 
[image: image102.wmf]120
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 получим точку 
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, изображенную на рисунке 6. В этом случае центральный угол 
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 равен 
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. Заметим, что сумма 
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 может быть записана в виде 
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. Поэтому удобно определять углы в 
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 и 
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 одним лучом. 

Пример 3. Пусть луч 
[image: image110.wmf]OM

 определяет угол в 
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o

. При повороте точки 
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 против хода часовой стрелки на 
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 получим точку 
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, изображенную на рисунке 7. В этом случае центральный угол 
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 равен 
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. Заметим, что сумма 
[image: image117.wmf]250120

+

oo

 может быть записана в виде 
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. Поэтому удобно определять углы в 
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 и 
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 одним лучом. 

Приведенные примеры показывают, что удобно определить углы величиной больше 
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 таким образом, чтобы угол величины 
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 и угол величины 
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 изображались в координатной плоскости одним и тем же лучом. 

Пусть 
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 и 
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 — натуральное число. Угол величины 
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в координатной плоскости определяется лучом 
[image: image127.wmf]OM

, для которого центральный угол 
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 имеет величину 
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. 

Будем по определению считать, что луч 
[image: image130.wmf]OM

 получается из положительного луча 
[image: image131.wmf]OA

 оси 
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 поворотом на 
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Пример 4. Пусть 
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. Так как 
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, то угол величины 
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 определяется лучом 
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, изображенным на рисунке 8. Угол в 
[image: image138.wmf]1000
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 можно наглядно представить, если в точке 
[image: image139.wmf]O

 закрепить стрелку, направленную в даль положительного луча оси 
[image: image140.wmf]Ox

, а затем повернуть ее против хода часовой стрелки сначала на два полных оборота, а затем еще на 
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4. Тригонометрические функции для углов 
[image: image142.wmf]0
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.
В предыдущем пункте мы определили поворот положительного луча оси 
[image: image143.wmf]Ox

 на любой угол неотрицательной величины. Определим для таких углов тригонометрические функции. 

Пусть 
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 и при повороте положительного луча оси 
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 на угол 
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 получается луч, пересекающий тригонометрическую окружность в точке 
[image: image147.wmf]M

. 

Абсцисса точки 
[image: image148.wmf]M

 называется косинусом угла 
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 и обозначается как 
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Ордината точки 
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 называется синусом угла 
[image: image152.wmf]a

 и обозначается как 
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При 
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 называется тангенсом угла 
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 и обозначается как 
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Пусть 
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, где 
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 и 
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 — натуральное число. При повороте положительного луча 
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 на угол 
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 и на угол 
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 получается один и тот же луч 
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. Поэтому можно записать следующие формулы: 
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Пример 5. Найдем значение 
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Разделив с остатком число 1995 на 360, получим 
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Поэтому 
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5. В пункте 1 мы рассмотрели поворот относительно начала 
[image: image172.wmf]O

 системы координат против хода часовой стрелки на 
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 и получили следующее: если точка 
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 имеет координаты 
[image: image175.wmf](cossin)

aa

;

RR

, где 
[image: image176.wmf]0

>

R

 и 
[image: image177.wmf]0240

a

££

oo

, то при данном повороте она переходит в точку 
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. После обобщения тригонометрических функций на произвольные неотрицательные углы получаются общие формулы преобразования координат при повороте на положительный угол. 

Пусть 
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. При повороте относительно начала 
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 системы координат против хода часовой стрелки на угол 
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 точка 
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 переходит в себя, а любая другая точка 
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 с координатами 
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где 
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Пример 6. Рассмотрим поворот относительно точки 
[image: image190.wmf]O

 против хода часовой стрелки на 
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. При этом повороте точка 
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 переходит в точку 
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 можно записать в виде 
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 (рисунок 10). 

6. Изображение отрицательных углов.
На числовой прямой отрицательные числа изображаются от нуля в направлении, противоположном положительному. Аналогично этому, углы отрицательной величины определяются так, что их можно считать противоположными положительным углам. 

Пример 7. На рисунке 11 угол в 
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 определяется лучом 
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. Это значит, что центральный угол 
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 равен 
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 и что луч 
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 получается из луча 
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 поворотом на 
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 против хода часовой стрелки. 

Поэтому угол в 
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 определяют лучом 
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, который получается из луча 
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 поворотом на 
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 по ходу часовой стрелки (рисунок 12). При этом 
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, а значит луч 
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 симметричен лучу 
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 относительно оси 
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Пример 8. На рисунке 13 угол в 
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 определяется лучом 
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. Это значит, что центральный угол 
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 равен 
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 и что луч 
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 поворотом на 
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Поэтому угол в 
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 определяют лучом 
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, который получается из луча 
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 поворотом на 
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 по ходу часовой стрелки (рисунок 14). При этом 
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, а значит луч 
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 симметричен лучу 
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 относительно оси 
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Аналогично приведенным примерам определяется угол отрицательной величины и в общем случае. 

Пусть угол величины 
[image: image228.wmf]a

, где 
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, определяется в координатной плоскости лучом 
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. Тогда угол величины 
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 определяется лучом 
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, который симметричен лучу 
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 относительно оси 
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Будем по определению считать, что луч 
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 получается из положительного луча оси 
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 поворотом на угол 
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Центральные углы положительной и отрицательной величины вместе с углом нулевой величины называются направленными углами.

Пример 9. Пусть 
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. Рассмотрим 
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, то угол величины 
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 определяется лучом 
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, изображенном на рисунке 14. 

Поэтому угол величины 
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, симметричным лучу 
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 относительно оси 
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 (рисунок 15). Угол в 
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 закрепить стрелку, направленную вдоль оси 
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, а затем повернуть ее по ходу часовой стрелки сначала на полный оборот, а затем еще на 
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7. Тригонометрические функции направленных углов.
Тригонометрические функции угла отрицательной величины определяются так же, как и в пункте 4. Поэтому запишем общее определение. 

Пусть направленный угол величины 
[image: image251.wmf]a

 определяется лучом, пересекающим тригонометрическую окружность в точке 
[image: image252.wmf]M

. 

Абсцисса точки 
[image: image253.wmf]M

 называется косинусом угла 
[image: image254.wmf]a

 и обозначается как 
[image: image255.wmf]cos

a

. 

Ордината точки 
[image: image256.wmf]M

 называется синусом угла 
[image: image257.wmf]a

 и обозначается как 
[image: image258.wmf]sin

a

. 

При 
[image: image259.wmf]cos0

a

¹

 отношение 
[image: image260.wmf]sin

cos

a

a

 называется тангенсом угла 
[image: image261.wmf]a

 и обозначается как 
[image: image262.wmf]tan

a

. 
Пусть 
[image: image263.wmf]360

ab

=+×

o

m

, где 
[image: image264.wmf]m

 — натуральное число. При повороте положительного луча оси 
[image: image265.wmf]Ox

 на угол 
[image: image266.wmf]a

 и на угол 
[image: image267.wmf]b

 получается один и тот же луч 
[image: image268.wmf]OM

. Поэтому можно записать следующие формулы: 



[image: image269.wmf]coscos(360)cos

abb

=+×=,

o

m




[image: image270.wmf]sinsin(360)sin

abb

=+×=,

o

m




[image: image271.wmf](360)

tgtgmtg

abb

=+×=.

o


Пример 10. Найдем значение 
[image: image272.wmf]sin(255)

-

o

. 

Так как 
[image: image273.wmf]255360105

-=-+

ooo

, то 



[image: image274.wmf]sin(255)sin(105360)sin105

-=-==

oooo




[image: image275.wmf]2(31)

sin(18075)sin75
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ooo


Контрольные вопросы
1. Как найти координаты точки 
[image: image276.wmf]M

, зная ее расстояние 
[image: image277.wmf]R

 от начала координат 
[image: image278.wmf]O

 и угол 
[image: image279.wmf]a

, определяемый лучом 
[image: image280.wmf]OM

 ? 

2. Запишите общий вид центрального угла положительной величины. 

3. Что такое центральный угол и как он отсчитывается ? 

4. Как определяются значения синуса и косинуса центрального угла 
[image: image281.wmf]a

 ? 

5. Какие координаты имеет точка 
[image: image282.wmf]1

M

, если она получается из точки 
[image: image283.wmf]M

 с координатами 
[image: image284.wmf](cossin)

jj

;

RR

 поворотом вокруг точки 
[image: image285.wmf]O

 на направленный угол 
[image: image286.wmf]a

 ? 

6. Как определяется значение тангенса направленного угла 
[image: image287.wmf]a

 ? 

Задачи и упражнения

1. Найдите координаты точки 
[image: image288.wmf]M

, если: 

1) 
[image: image289.wmf]4

=

OM

, а луч 
[image: image290.wmf]OM

 определяет центральный угол в 
[image: image291.wmf]150

o

; 

2) 
[image: image292.wmf]2

=

OM

, а луч 
[image: image293.wmf]OM

 определяет центральный угол в 
[image: image294.wmf]240

o

; 

3) 
[image: image295.wmf]3

=

OM

, а луч 
[image: image296.wmf]OM

 определяет центральный угол в 
[image: image297.wmf]330

o

. 

2. Найдите координаты точки 
[image: image298.wmf]1

M

, которая получается из точки 
[image: image299.wmf]M

 поворотом с центром 
[image: image300.wmf]O

 на угол 
[image: image301.wmf]a

, если 

1) 
[image: image302.wmf](cos30sin30)

;

oo

M

, 
[image: image303.wmf]90

a

=

o

; 

2) 
[image: image304.wmf](13)

;

M

, 
[image: image305.wmf]180

a

=

o

; 

3) 
[image: image306.wmf](31)

;-

M

, 
[image: image307.wmf]210

a

=

o

. 

3. Изобразите лучом угол величины 
[image: image308.wmf]a

, если 1) 
[image: image309.wmf]405

a

=

o

, 2) 
[image: image310.wmf]780

a

=

o

; 

3) 
[image: image311.wmf]840

a

=

o

, 4) 
[image: image312.wmf]1290

a

=

o

; 

5) 
[image: image313.wmf]540

a

=

o

, 6) 
[image: image314.wmf]1020

a

=

o

. 

4. Вычислите 
[image: image315.wmf]sin

a

 и 
[image: image316.wmf]cos

a

, если 

1) 
[image: image317.wmf]660

a

=

o

; 2) 
[image: image318.wmf]930

a

=

o

; 

3) 
[image: image319.wmf]1200

a

=

o

; 4) 
[image: image320.wmf]1050

a

=

o

; 

5) 
[image: image321.wmf]1230

a

=

o

; 6) 
[image: image322.wmf]1860

a

=

o

. 

5. Вычислите 
[image: image323.wmf]tan1050

o

. 

6. Найдите 
[image: image324.wmf]cos990sin990

-

oo

. 

7. Какой знак имеет произведение 
[image: image325.wmf]sin1320cos280tan850

××

ooo

? 

8. Найдите координаты точки 
[image: image326.wmf]1

M

, которая получается из точки 
[image: image327.wmf]M

 поворотом вокруг точки 
[image: image328.wmf]O

 на угол 
[image: image329.wmf]a

, если: 

1) 
[image: image330.wmf](cos60sin60)

;

oo

M

, 
EMBED Equation.DSMT4
[image: image331.wmf]780

a

=

o


; 

2) 
[image: image332.wmf](31)

-;+

M

, 
EMBED Equation.DSMT4
[image: image333.wmf]420

a

=

o


; 

3) 
[image: image334.wmf](31)

;-

M

, 
EMBED Equation.DSMT4
[image: image335.wmf]1230

a

=

o


. 

9. Изобразите лучом угол величины 
[image: image336.wmf]a

, если: 

1) 
[image: image337.wmf]60

a

=-

o

; 2) 
[image: image338.wmf]150

a

=-

o

; 

3) 
[image: image339.wmf]240

a

=-

o

; 4) 
[image: image340.wmf]840

a

=-

o

. 

10. Вычислите 
[image: image341.wmf]sin

a

 и 
[image: image342.wmf]cos

a

, если: 

1) 
[image: image343.wmf]660

a

=-

o

; 2) 
[image: image344.wmf]930

a

=-

o

; 

3) 
[image: image345.wmf]1200

a

=-

o

; 4) 
[image: image346.wmf]1050

a

=-

o

; 

5) 
[image: image347.wmf]1230

a

=-

o

; 6) 
[image: image348.wmf]1860

a

=-

o

. 

11. Вычислите 
[image: image349.wmf]tan

a

, если: 

1) 
[image: image350.wmf]135

a

=-

o

; 2) 
[image: image351.wmf]405

a

=-

o

; 

3) 
[image: image352.wmf]1860

a

=-

o

; 4) 
[image: image353.wmf]210

a

=-

o

. 

12. Докажите, что для любого направленного угла 
[image: image354.wmf]a

 верны равенства: 


[image: image355.wmf]sin()sin

aa

-=-

, 
EMBED Equation.DSMT4
[image: image356.wmf]cos()cos

aa

-=


. 

13. Найдите координаты точки 
[image: image357.wmf]1

M

, которая получается из точки 
[image: image358.wmf]M

 поворотом вокруг точки 
[image: image359.wmf]O

 на угол 
[image: image360.wmf]a

, если: 

1) 
[image: image361.wmf](11)

-;

M

, 
[image: image362.wmf]270

a

=-

o

; 

2) 
[image: image363.wmf](13)

;-

M

, 
[image: image364.wmf]600

a

=-

o

. 

14. Какая точка переходит в точку 
[image: image365.wmf](31)

,-

M

 при повороте относительно точки 
[image: image366.wmf]O

 на угол 
[image: image367.wmf]390

a

=-

o

? 

Ответы и указания к наиболее трудным задачам
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