Тема 13. Свободные векторы
Цель темы – ввести понятие равенства векторов, связанных с разными точками, и на основе этого установить удобные правила для сложения и вычитания векторов, в ознакомительном плане привести определение свободного вектора и установить основные правила действий со свободными векторами.

В этой главе Вы узнаете о равенстве векторов, связанных с различными точками, познакомитесь с удобными правилами сложения и вычитания векторов. 

08-13-01. Свободный вектор
1. Напомним, что вектором 
[image: image1.wmf]OM

, связанным с точкой 
[image: image2.wmf]O

, называется направленный отрезок, начало которого совпадает с точкой 
[image: image3.wmf]O

, а конец — с точкой 
[image: image4.wmf]M

. 

Рассматривая векторы, связанные с разными точками плоскости, мы получаем, что каждый направленный отрезок — это вектор, связанный со своим началом. 

Для векторов, связанных с фиксированной точкой, были определены операции сложения векторов и умножения векторов на число. Однако, сумма векторов, связанных с разными точками, пока не определялась. 

2. Равенство векторов, связанных с разными точкам.
Зафиксируем на плоскости точку 
[image: image5.wmf]O

. Рассмотрим вектор 
[image: image6.wmf]AB

, связанный с некоторой точкой 
[image: image7.wmf]A

, отличной от точки 
[image: image8.wmf]O

. Определим равный ему вектор, связанный с точкой 
[image: image9.wmf]O

. 

Вектор 
[image: image10.wmf]OM

 называется равным вектору 
[image: image11.wmf]AB

, если при параллельном переносе, который точку 
[image: image12.wmf]A

 переводит в точку 
[image: image13.wmf]O

, точка 
[image: image14.wmf]B

 переходит в точку 
[image: image15.wmf]M

. 

Каждый вектор 
[image: image16.wmf]OM

, связанный с точкой 
[image: image17.wmf]O

, по определению считают равным самому себе. 

Равенство векторов записывают с помощью обычного знака равенства. 

Пример 1. Пусть точки 
[image: image18.wmf]O

, 
[image: image19.wmf]A

, 
[image: image20.wmf]B

 не лежат на одной прямой (рисунок 1). Построим параллелограмм 
[image: image21.wmf]OABM

. Рассмотрим параллельный перенос, который точку 
[image: image22.wmf]A

 переводит в точку 
[image: image23.wmf]O

. При этом параллельном переносе точка 
[image: image24.wmf]B

 переходит в точку 
[image: image25.wmf]1

B

 такую, что четырехугольник 
[image: image26.wmf]1

ABBO

 – параллелограмм. Следовательно, точка 
[image: image27.wmf]1

B

 совпадает с точкой 
[image: image28.wmf]M

, а значит 
[image: image29.wmf]=

ABOM

. 

Пример 2. Пусть точки 
[image: image30.wmf]O

, 
[image: image31.wmf]A

, 
[image: image32.wmf]B

 лежат на одной прямой. Построим на этой прямой точку 
[image: image33.wmf]M

 так, чтобы выполнялись равенства 
[image: image34.wmf]=

OMAB

 
[image: image35.wmf]=

OAMB

 (рисунок 2). Рассмотрим параллельный перенос, который точку 
[image: image36.wmf]A

 переводит в точку 
[image: image37.wmf]O

. При этом параллельном переносе точка 
[image: image38.wmf]B

 переходит в такую точку 
[image: image39.wmf]1

B

, что прямая 
[image: image40.wmf]1

BB

 совпадает с прямой 
[image: image41.wmf]OA

, отрезок 
[image: image42.wmf]1

BB

 равен отрезку 
[image: image43.wmf]OA

, а отрезок 
[image: image44.wmf]AB

 равен отрезку 
[image: image45.wmf]1

OB

. Следовательно, точка 
[image: image46.wmf]1

B

 совпадает с точкой 
[image: image47.wmf]M

, а значит 
[image: image48.wmf]=

ABOM

. 

3. Два вектора 
[image: image49.wmf]AB

 и 
[image: image50.wmf]CD

 называются равными, если они равны одному и тому же вектору, связанному с фиксированной точкой 
[image: image51.wmf]O

. 

Равенство векторов можно устанавливать на основе следующей теоремы. 

Два вектора 
[image: image52.wmf]AB

 и 
[image: image53.wmf]CD

 равны тогда и только тогда, когда существует параллельный перенос, который переводит точку 
[image: image54.wmf]A

 в точку 
[image: image55.wmf]C

 и точку 
[image: image56.wmf]B

 в точку 
[image: image57.wmf]D

. 

Доказательство. 

Первая часть. Пусть 
[image: image58.wmf]=

ABCD

. Это значит, что имеется такой вектор 
[image: image59.wmf]OM

 и такие параллельные переносы 
[image: image60.wmf]F

 и 
[image: image61.wmf]G

, что параллельный перенос 
[image: image62.wmf]F

 переводит точку 
[image: image63.wmf]A

 в точку 
[image: image64.wmf]O

 и точку 
[image: image65.wmf]B

 в точку 
[image: image66.wmf]M

, а параллельный перенос 
[image: image67.wmf]G

 переводит точку 
[image: image68.wmf]C

 в точку 
[image: image69.wmf]O

 и точку 
[image: image70.wmf]D

 в точку 
[image: image71.wmf]M

. Тогда параллельный перенос 
[image: image72.wmf]H

, который точку 
[image: image73.wmf]O

 переводит в точку 
[image: image74.wmf]C

, будет переводить точку 
[image: image75.wmf]M

 в точку 
[image: image76.wmf]D

. При последовательном выполнении параллельных переносов, сначала 
[image: image77.wmf]F

, а затем 
[image: image78.wmf]H

, получаем параллельный перенос, который переводит точку 
[image: image79.wmf]A

 в точку 
[image: image80.wmf]C

, а точку 
[image: image81.wmf]B

 в точку 
[image: image82.wmf]D

. 

Вторая часть. Пусть параллельный перенос 
[image: image83.wmf]H

 переводит точку 
[image: image84.wmf]A

 в точку 
[image: image85.wmf]C

 и точку 
[image: image86.wmf]B

 в точку 
[image: image87.wmf]D

. Рассмотрим параллельный перенос 
[image: image88.wmf]G

, который переводит вектор 
[image: image89.wmf]CD

 в вектор 
[image: image90.wmf]OM

, связанный с точкой 
[image: image91.wmf]O

. При последовательном выполнении параллельных переносов, сначала 
[image: image92.wmf]H

, а затем 
[image: image93.wmf]G

, получаем параллельный перенос, который переводит точку 
[image: image94.wmf]A

 в точку 
[image: image95.wmf]O

 и точку 
[image: image96.wmf]B

 в точку 
[image: image97.wmf]M

. Следовательно, 
[image: image98.wmf]=

CDOM

, 
[image: image99.wmf]=

ABOM

, а потому 
[image: image100.wmf]=

ABCD

. 

Пример 3. Рассмотрим параллелограмм 
[image: image101.wmf]ABCD

. При параллельном переносе, который точку 
[image: image102.wmf]A

 переводит в точку 
[image: image103.wmf]D

, точка 
[image: image104.wmf]B

 переведется в точку 
[image: image105.wmf]C

. Поэтому из теоремы данного пункта следует равенство 
[image: image106.wmf]=

ABDC

. 

4.** Рефлексивность, симметричность, транзитивность равенства векторов.
Равенство векторов обладает всеми свойствами обычного равенства: 

1) каждый вектор равен самому себе; 

2) если 
[image: image107.wmf]1122

=
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, то 
[image: image108.wmf]2211

=
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; 

3) если 
[image: image109.wmf]1122

=
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 и 
[image: image110.wmf]2233

=

ABAB

, то 
[image: image111.wmf]1133

=

ABAB

. 

Пример 4. Рассмотрим правильный шестиугольник 
[image: image112.wmf]ABCDEF

 и его центр 
[image: image113.wmf]O

 (рисунок 5). Так как 
[image: image114.wmf]ABCO

 — параллелограмм, то вектор 
[image: image115.wmf]AB

 равен вектору 
[image: image116.wmf]OC

, связанному с точкой 
[image: image117.wmf]O

. Аналогично получаем равенство 
[image: image118.wmf]=

EDOC

. Поэтому 
[image: image119.wmf]=

ABED

. 

Далее, четырехугольник 
[image: image120.wmf]ABOF

 также параллелограмм. Поэтому 
[image: image121.wmf]=

FOAB

. в результате получаем равенства: 



[image: image122.wmf]===.

FOABOCED


5. Сонаправленные векторы. Противоположно направленные векторы.
Два ненулевых вектора 
[image: image123.wmf]AB

 и 
[image: image124.wmf]CD

 называют одинаково направленными, если соответственно равные им векторы 
[image: image125.wmf]OM

 и 
[image: image126.wmf]ON

 одинаково направлены. В этом случае лучи 
[image: image127.wmf]OM

 и 
[image: image128.wmf]ON

 совпадают, а значит, лучи 
[image: image129.wmf]AB

 и 
[image: image130.wmf]CD

 получаются параллельными переносами из одного луча (рисунок 6). 

Для краткости одинаково направленные векторы называют иногда сонаправленными. 

Аналогично определяется и противоположная направленность двух векторов: векторы 
[image: image131.wmf]AB

 и 
[image: image132.wmf]CD

 называют противоположно направленными, если соответственно равные им векторы 
[image: image133.wmf]OM

 и 
[image: image134.wmf]ON

 имеют противоположные направления. 

6. Напомним, что одно и то же рациональное число можно по-разному записать в виде одной из равных между собой дробей. Например, рациональное число 
[image: image135.wmf]1

3

 может быть записано как 
[image: image136.wmf]2

6

, как 
[image: image137.wmf]3

9

, как 
[image: image138.wmf]10

10

, и так далее. 

Аналогично этому все равные между собой векторы считают единым математическим понятием и называют свободным вектором. 

Свободный вектор кратко можно обозначать малой латинской буквой со стоящей над ней чертой. 

Таким образом, свободный вектор 
[image: image139.wmf]a

 состоит из всех равных между собой векторов, каждый из которых является направленным отрезком. 

Каждый вектор 
[image: image140.wmf]AB

 свободного вектора 
[image: image141.wmf]a

 называется изображением свободного вектора 
[image: image142.wmf]a

 с началом в точке 
[image: image143.wmf]A

. 

Свободный вектор однозначно определяется по любому своему изображению. 

Пример 5. Пусть свободный вектор 
[image: image144.wmf]m

 содержит направленный отрезок 
[image: image145.wmf]MN

 и точка 
[image: image146.wmf]K

 не лежит на прямой 
[image: image147.wmf]MN

 (рисунок 7). Построив параллелограмм 
[image: image148.wmf]MNPK

, получаем, что 
[image: image149.wmf]=

MNKP

. Следовательно, вектор 
[image: image150.wmf]KP

 также является изображением данного свободного вектора 
[image: image151.wmf]m

. 

Для записи свободного вектора 
[image: image152.wmf]a

 по его изображению 
[image: image153.wmf]AB

 будем иногда использовать следующее обозначение: 



[image: image154.wmf][]
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aAB


Равенство 
[image: image155.wmf][][]

=

ABCD

 возможно только в том случае, когда направленные отрезки 
[image: image156.wmf]AB

 и 
[image: image157.wmf]CD

 равны. 

Иногда изображение свободного вектора 
[image: image158.wmf]a

 с началом в точке 
[image: image159.wmf]A

 называют откладыванием свободного вектора 
[image: image160.wmf]a

 из точки 
[image: image161.wmf]A

. 

Свободный вектор 
[image: image162.wmf][]

AA

 называют нулевым свободным вектором и обозначают как 
[image: image163.wmf]O

. 

7.** Длина свободного вектора.
Длиной свободного вектора 
[image: image164.wmf]a

 называется длина его изображения 
[image: image165.wmf]OM

 с началом в фиксированной точке 
[image: image166.wmf]O

. 

Длина свободного вектора 
[image: image167.wmf]a

 обозначается 
[image: image168.wmf]||

a

. 

Так как равные векторы имеют равные длины, то длину свободного вектора можно определять по длине любого его изображения. 

Длина нулевого свободного вектора равна нулю. 

8.** Направление ненулевого свободного вектора. 
Направлением ненулевого свободного вектора 
[image: image169.wmf]a

 называется направление его изображения 
[image: image170.wmf]OM

 с началом в фиксированной точке 
[image: image171.wmf]O

. 

Направление нулевого свободного вектора не определяется. 

Два свободных вектора 
[image: image172.wmf]a

 и 
[image: image173.wmf]b

 имеют одинаковые направления только в том случае, когда их изображения 
[image: image174.wmf]OM

 и 
[image: image175.wmf]ON

 лежат на одном луче с началом в точке 
[image: image176.wmf]O

. 

9. Координаты вектора, который связан с точкой, отличной от начала координат.
Рассмотрим координатную плоскость с началом в точке 
[image: image177.wmf]O

. 

Пусть точка 
[image: image178.wmf]A

 имеет координаты 
[image: image179.wmf]1
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[image: image180.wmf]1
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, а точка 
[image: image181.wmf]B

 имеет координаты 
[image: image182.wmf]22
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;

xy

. Построим для вектора 
[image: image183.wmf]AB

 равный ему вектор 
[image: image184.wmf]OM

, связанный с точкой 
[image: image185.wmf]O

. Параллельный перенос, который точку 
[image: image186.wmf]A

 переводит в точку 
[image: image187.wmf]O

, определяется парой чисел 
[image: image188.wmf]11
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. Этот параллельный перенос точку 
[image: image189.wmf]22
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 переводит в точку с координатами 
[image: image190.wmf]2121
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. Следовательно, точка 
[image: image191.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image192.wmf]2
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[image: image193.wmf]121
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. Вектор 
[image: image194.wmf]OM

 по определению также имеет координаты 
[image: image195.wmf]2121
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. 

Установленное свойство позволяет в координатной плоскости у каждого вектора определить координаты. 

Пусть 
[image: image196.wmf]11
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, 
[image: image197.wmf]22
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. Координатами вектора 
[image: image198.wmf]AB

 называется пара чисел 
[image: image199.wmf]2
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[image: image200.wmf]121
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. 

Пример 6. На рисунке 8 изображены точки 
[image: image201.wmf](51)

;
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 и 
[image: image202.wmf](13)

;

B

. По определению вектор 
[image: image203.wmf]AB

 имеет координаты (1-5;3-1) или (- 4;2). 

10.** Координаты свободного вектора. Независимость координат от выбора изображения данного свободного вектора
Рассмотрим свободные векторы в координатной плоскости. 

Координатами свободного вектора 
[image: image204.wmf]a

 в данной системе координат называются координаты его изображения 
[image: image205.wmf]AB

. 

Это определение не зависит от выбора изображения свободного вектора. Действительно, пусть 
[image: image206.wmf]AB

 и 
[image: image207.wmf]CD

 два изображения свободного вектора 
[image: image208.wmf]a

. Тогда 
[image: image209.wmf]=

AB

 
[image: image210.wmf]=

CD

. Это означает, что векторы 
[image: image211.wmf]AB

 и 
[image: image212.wmf]CD

 равны одному и тому же вектору 
[image: image213.wmf]OM

, связанному с фиксированным началом 
[image: image214.wmf]O

. Поэтому координаты, как вектора 
[image: image215.wmf]AB

, так и вектора 
[image: image216.wmf]CD

, равны координатам одного и того же вектора 
[image: image217.wmf]OM

. 

Контрольные вопросы
1. Как определить на плоскости вектор, связанный с точкой 
[image: image218.wmf]O

 и равный вектору 
[image: image219.wmf]AB

? 

2. Что представляет собой параллельный перенос, который переводит точку 
[image: image220.wmf]A

 в точку 
[image: image221.wmf]B

? 

3. Когда два вектора 
[image: image222.wmf]AB

 и 
[image: image223.wmf]CD

 равны между собой? 

4.  Какие свойства равенства векторов Вы знаете? 

5. Какие векторы называются одинаково направленными? 

6.  Что такое свободный вектор? 

7.  Как определяется длина свободного вектора? 

8. Как по координатам точек 
[image: image224.wmf]12
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 и 
[image: image225.wmf]22
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,
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 находить координаты вектора 
[image: image226.wmf]AB

. 

Задачи и упражнения

1. Пусть на плоскости задан вектор 
[image: image227.wmf]AB

. Нарисуйте несколько векторов, равных вектору 
[image: image228.wmf]AB

. 
2. Пусть на плоскости задан вектор 
[image: image229.wmf]AB

. Нарисуйте несколько векторов, сонаправленных с вектором 
[image: image230.wmf]AB

. 

3. Пусть на плоскости задан вектор 
[image: image231.wmf]AB

. Нарисуйте несколько векторов, противоположно направленных с вектором 
[image: image232.wmf]AB

. 

4. На плоскости задан параллелограмм 
[image: image233.wmf]ABCD

. Докажите, что 
[image: image234.wmf]=

ABDC

, 
[image: image235.wmf]=

ADBC

. 

5. На плоскости задан параллелограмм 
[image: image236.wmf]ABCD

, диагонали которого пересекаются в точке 
[image: image237.wmf]O

. Докажите, что 
[image: image238.wmf]=

AOOC

, 
[image: image239.wmf]=

DOOB

. 

6. На плоскости задана трапеция 
[image: image240.wmf]ABCD

 с основанием 
[image: image241.wmf]AB

 и 
[image: image242.wmf]CD

. Докажите, что векторы 
[image: image243.wmf]AB

 и 
[image: image244.wmf]DC

 сонаправлены. 

7. На плоскости задан правильный шестиугольник 
[image: image245.wmf]ABCDEF

. Докажите, что 
[image: image246.wmf]=

ABED

, 
[image: image247.wmf]=

BCEF

, 
[image: image248.wmf]=

CDAF

. 

8. Точки 
[image: image249.wmf]M

, 
[image: image250.wmf]N

, 
[image: image251.wmf]L

 — середины сторон 
[image: image252.wmf]AB

, 
[image: image253.wmf]BC

 и 
[image: image254.wmf]AC

 треугольника 
[image: image255.wmf]ABC

. Докажите, что 
[image: image256.wmf]==

ALLCMN

, 
[image: image257.wmf]==

AMMBLN

, 
[image: image258.wmf]==

CNNBLM

. 

9. На плоскости задан параллелограмм 
[image: image259.wmf]ABCD

. Точка 
[image: image260.wmf]M

 лежит на стороне 
[image: image261.wmf]AB

 и 
[image: image262.wmf]2

||=||

AMMB

, точка 
[image: image263.wmf]N

 лежит на стороне 
[image: image264.wmf]DC

 и 
[image: image265.wmf]2

||=||

LCDL

. Докажите, что 
[image: image266.wmf]=

ALMC

. 

10. В четырехугольнике 
[image: image267.wmf]ABCD

 точки 
[image: image268.wmf]M

, 
[image: image269.wmf]N

, 
[image: image270.wmf]K

, 
[image: image271.wmf]L

 — середины сторон 
[image: image272.wmf]AB

, 
[image: image273.wmf]BC

, 
[image: image274.wmf]CD

 и 
[image: image275.wmf]DA

 соответственно. Докажите, что 
[image: image276.wmf]=

MN

 
[image: image277.wmf]=

LK

, 
[image: image278.wmf]=

LMKN

. 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 9. Указание. Отрезки 
[image: image279.wmf]AM

 и 
[image: image280.wmf]CL

 равны и параллельны. Отрезки 
[image: image281.wmf]AC

 и 
[image: image282.wmf]ML

 пересекаются, а поэтому не пересекаются отрезки 
[image: image283.wmf]AL

 и 
[image: image284.wmf]MC

. Следовательно, четырехугольник 
[image: image285.wmf]AMCL

 — параллелограмм, откуда 
[image: image286.wmf]ALMC

=

. 

Задача 10. Указание. Четырехугольник 
[image: image287.wmf]MNKL

 — параллелограмм. 
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