08-13-02. Операции над векторами
1. «Правило треугольника» сложения двух векторов: 
[image: image1.wmf]AB

+
[image: image2.wmf]BC

=
[image: image3.wmf]AC

.
Понятие равенства векторов позволяет установить удобные в некоторых случаях правила сложения и вычитания векторов, связанных с фиксированной точкой 
[image: image4.wmf]O

. 

Рассмотрим векторы 
[image: image5.wmf]OA

 и 
[image: image6.wmf]OB

. Пусть в прямоугольной системе координат с началом 
[image: image7.wmf]O

 вектор 
[image: image8.wmf]OA

 имеет координаты 
[image: image9.wmf]11
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;

xy

, вектор 
[image: image10.wmf]OB

 имеет координаты 
[image: image11.wmf]22
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. Это означает, что 
[image: image12.wmf]11
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 и 
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. 

По определению вектор 
[image: image14.wmf]+
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 –это такой вектор 
[image: image15.wmf]OC

, координаты которого равны 
[image: image16.wmf]1212
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. Отсюда получаем, что точка 
[image: image17.wmf]C

 также имеет координаты 
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Рассмотрим вектор 
[image: image20.wmf]AC

, связанный с точкой 
[image: image21.wmf]A

. Координаты вектора 
[image: image22.wmf]AC

 получаются вычитанием из координат точки 
[image: image23.wmf]C

 соответствующих координат точки 
[image: image24.wmf]A

. Следовательно, этот вектор имеет координаты 
[image: image25.wmf]121121
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 или 
[image: image26.wmf]22
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. Получаем, что координаты вектора 
[image: image27.wmf]AC

 равны соответствующим координатам вектора 
[image: image28.wmf]OB

, а поэтому 
[image: image29.wmf]=

ACOB

 (рисунок 1). 

Полученное равенство дает следующее правило построения суммы двух векторов 
[image: image30.wmf]OA

 и 
[image: image31.wmf]OB

: строим вектор 
[image: image32.wmf]AC

, равный вектору 
[image: image33.wmf]OA

, и сумму 
[image: image34.wmf]+
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 получаем как вектор 
[image: image35.wmf]OC

 (рисунок 2). 

Это правило кратко записывают в виде равенства 



[image: image36.wmf]+=
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и иногда называют правилом треугольника сложения векторов. 

Пример 1. Пусть точки 
[image: image37.wmf]1
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 и 
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 расположены на оси 
[image: image39.wmf]Ox

. Найдем вектор 
[image: image40.wmf]AC

, равный вектору 
[image: image41.wmf]OB

. Если обозначить координаты точки 
[image: image42.wmf]C

 как 
[image: image43.wmf]()
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, то с одной стороны, вектор 
[image: image44.wmf]AC

 имеет координаты 
[image: image45.wmf]1
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, а с другой стороны, координаты вектора 
[image: image46.wmf]AC

 равны соответствующим координатам вектора 
[image: image47.wmf]OB

, то есть 
[image: image48.wmf]2
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. Поэтому 
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откуда получаем, что точка 
[image: image51.wmf]C

 имеет координаты 
[image: image52.wmf]12
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. По правилу треугольника имеем 
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(рисунок). 

Пример 2. По правилу треугольника для любой точки 
[image: image54.wmf]A

 имеем равенство 



[image: image55.wmf]+==.
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Следовательно, вектор 
[image: image56.wmf]x

, противоположный вектору 
[image: image57.wmf]OA

, равен вектору 
[image: image58.wmf]AO

. 

2. «Правило многоугольника» сложения нескольких векторов.
Правило треугольника удобно применять при сложении нескольких векторов. 

Пример 3. Пусть точка 
[image: image59.wmf]O

 и точки 
[image: image60.wmf]A

, 
[image: image61.wmf]B

, 
[image: image62.wmf]C

, 
[image: image63.wmf]D

 расположены так, как на рисунке 5. Для вычисления суммы 
[image: image64.wmf]++
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[image: image65.wmf]++
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 построим последовательно сначала 
[image: image66.wmf]=
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, затем 
[image: image67.wmf]=

MNOC

, затем 
[image: image68.wmf]=
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 (рисунок 6). По правилу треугольника имеем: 
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Таким образом, сумма 
[image: image74.wmf]+++
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[image: image75.wmf]+
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 равна вектору 
[image: image76.wmf]OK

 (рисунок 7). 

Рассмотренный в этом примере способ вычисления суммы векторов называют правилом многоугольника. 

3.* Пусть траектория движения точки задается в виде зависимости радиус-вектора 
[image: image77.wmf]t

OM

 от переменной 
[image: image78.wmf]t

. Это значит, что координаты изменяющегося положения точки 
[image: image79.wmf]t
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 зависят от переменной 
[image: image80.wmf]t

, то есть 
[image: image81.wmf](()())

=;

t

OMxtyt

, где 
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 – заданные функции. В некоторых случаях эту зависимость удобно представлять в виде суммы векторов. 

Пример 4. Пусть траектория движения точки определяется по правилу 
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 для 
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Тогда можем записать следующие равенства: 
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Следовательно, для каждого 
[image: image88.wmf]01
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 радиус-вектор 
[image: image89.wmf]t
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 можно представить в виде суммы векторов 
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Каждый из векторов 
[image: image92.wmf]t
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 и 
[image: image93.wmf]t
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 построить нетрудно, а тогда по правилу треугольника получаем 
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где 
[image: image95.wmf]=
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Например, на рисунках 8, 9, 10 построены радиус-векторы 
[image: image96.wmf]t
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 соответственно для 
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4. «Правило треугольника» для вычитания: 
[image: image100.wmf]AB

 =
[image: image101.wmf]-

OBOA

.
Рассмотрим векторы 
[image: image102.wmf]OA

 и 
[image: image103.wmf]OB

, связанные с точкой 
[image: image104.wmf]O

. Разность 
[image: image105.wmf]-
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 была определена как такой вектор 
[image: image106.wmf]X

, для которого выполняется равенство 
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Так как по правилу треугольника имеем равенство 
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то вектор 
[image: image109.wmf]X

 равен вектору 
[image: image110.wmf]AB

. 

В результате получаем следующее правило вычитания векторов. 

Разность 
[image: image111.wmf]-

OBOA

 двух векторов, связанных с точкой 
[image: image112.wmf]O

, равна вектору, начало которого совпадает с точкой 
[image: image113.wmf]A

, а конец совпадает с точкой 
[image: image114.wmf]B

 (рисунок 11). 

Это правило кратко записывают в виде равенства 
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и иногда называют правилом треугольника для вычитания векторов. 

Пример 5. Пусть точка движется по некоторой траектории (рисунок 12), и ее положение в момент времени 
[image: image116.wmf]1
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 определяется радиус-вектором 
[image: image117.wmf]OA

, в момент времени 
[image: image118.wmf]2
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 — радиус-вектором 
[image: image119.wmf]OB

. Тогда смещение точки за этот промежуток времени определяется разностью 
[image: image120.wmf]-
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, так как 
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5.** Определим сумму свободных векторов, используя определение сложения векторов, связанных с фиксированной точкой 
[image: image122.wmf]O

. 

Пусть свободные векторы 
[image: image123.wmf]a

 и 
[image: image124.wmf]b

 изображаются соответственно векторами 
[image: image125.wmf]OA

 и 
[image: image126.wmf]OB

. Суммой 
[image: image127.wmf]+
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 называется такой свободный вектор 
[image: image128.wmf]c

, одним из изображений которого является вектор 
[image: image129.wmf]=
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Пусть в прямоугольной системе координат с началом 
[image: image131.wmf]O

 свободный вектор 
[image: image132.wmf]a

 имеет координаты 
[image: image133.wmf]11
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, а свободный вектор 
[image: image134.wmf]b

 имеет координаты 
[image: image135.wmf]22
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. Тогда если 
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, а значит, свободный вектор 
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 имеет координаты 
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Координаты суммы двух свободных векторов равны суммам соответствующих координат слагаемых. 

6.** Докажем, что сумму двух свободных векторов можно находить по правилу треугольника: 
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Доказательство. Рассмотрим прямоугольную систему координат с началом в фиксированной точке 
[image: image145.wmf]O

. Пусть 
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. Изобразив векторы 
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, получим 
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. Поэтому 
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откуда получаем, что 
[image: image163.wmf]=
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. Следовательно, 
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что и требовалось доказать. 

7.** Определим произведение свободного вектора на число. 

Пусть свободный вектор 
[image: image165.wmf]a

 изображается вектором 
[image: image166.wmf]OA

. Произведением свободного вектора 
[image: image167.wmf]a

 на число 
[image: image168.wmf]t

 называется такой свободный вектор 
[image: image169.wmf]c

, одним из изображений которого является вектор 
[image: image170.wmf]=×
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Произведение свободного вектора 
[image: image171.wmf]a

 на число 
[image: image172.wmf]t

 обозначается 
[image: image173.wmf]ta

. 

Пусть в прямоугольной системе координат с началом 
[image: image174.wmf]O

 свободный вектор 
[image: image175.wmf]a

 имеет координаты 
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. Если 
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, а значит, свободный вектор 
[image: image181.wmf]=
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 имеет координаты 
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Координаты произведения свободного вектора на число равны произведениям соответствующих координат на это число. 

Пример 6. Рассмотрим в прямоугольной системе координат отрезок 
[image: image183.wmf]AB

 и его середину 
[image: image184.wmf]F

. Пусть 
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. Тогда точка 
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 имеет координаты 
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Отсюда получаем: 
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Так как координаты вектора 
[image: image193.wmf]BA

 получаются умножением на число (-2) соответствующих координат вектора 
[image: image194.wmf]FB

, то 
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8.** Основные свойства операций над свободными векторами.
Операции сложения свободных векторов и умножения свободного вектора на число имеют следующие основные свойства: 

1. 
[image: image196.wmf]+=+
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[image: image198.wmf]aOa

+=



EMBED Equation.DSMT4[image: image199.wmf];
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Эти свойства позволяют проводить тождественные преобразования выражений со свободными векторами. 

9.** Два свободных вектора 
[image: image205.wmf]a

 и 
[image: image206.wmf]b

 называются коллинеарными, если коллинеарны изображающие их векторы 
[image: image207.wmf]OA

 и 
[image: image208.wmf]OB

, связанные с точкой 
[image: image209.wmf]O

. 

Пусть даны свободный вектор 
[image: image210.wmf]a

 и число 
[image: image211.wmf]t

. Докажем, что свободные векторы 
[image: image212.wmf]a

 и 
[image: image213.wmf]=
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 коллинеарны. Для этого рассмотрим вектор 
[image: image214.wmf]OA

, связанный с точкой 
[image: image215.wmf]O

. Как было доказано в восьмой главе, связанный вектор 
[image: image216.wmf]OB

, равный 
[image: image217.wmf]×
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, коллинеарен вектору 
[image: image218.wmf]OA

, то есть точки 
[image: image219.wmf]O

, 
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, 
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 лежат на одной прямой. Так как вектор 
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 изображает свободный вектор 
[image: image223.wmf]ta

, то по определению свободные векторы 
[image: image224.wmf]a

 и 
[image: image225.wmf]ta

 коллинеарны. 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 

Для каждого свободного вектора 
[image: image226.wmf]a

 и каждого числа 
[image: image227.wmf]t

 свободные векторы 
[image: image228.wmf]a

 и 
[image: image229.wmf]ta

 коллинеарны. 

Докажем, что справедливо следующее утверждение, которое при 
[image: image230.wmf]¹
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 обратно предыдущему. 

Если ненулевой свободный вектор 
[image: image231.wmf]a

 коллинеарен свободному вектору 
[image: image232.wmf]b

, то существует такое число 
[image: image233.wmf]t

, что 
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. 

Доказательство. Рассмотрим изображения 
[image: image235.wmf]OA

 свободного вектора 
[image: image236.wmf]a

 и 
[image: image237.wmf]OB

 свободного вектора 
[image: image238.wmf]b

. По определению коллинеарности свободных векторов векторы 
[image: image239.wmf]OA

 и 
[image: image240.wmf]OB

 коллинеарны, причем 
[image: image241.wmf]¹
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, так как по условию 
[image: image242.wmf]0
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. Поэтому, как было доказано в восьмой главе для связанных векторов, существует число 
[image: image243.wmf]t

 такое, что 
[image: image244.wmf]=×
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. Значит, 
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Пример 7. Пусть на плоскости заданы точки 
[image: image246.wmf]O

, 
[image: image247.wmf]A

, и 
[image: image248.wmf]B

 (рисунок 15). Рассмотрим произвольную точку 
[image: image249.wmf]M

 на прямой 
[image: image250.wmf]AB

. Так как точки 
[image: image251.wmf]A

, 
[image: image252.wmf]B

, 
[image: image253.wmf]M

 расположены на одной прямой, то свободные векторы 
[image: image254.wmf][]
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 и 
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 коллинеарны. Поэтому существует число 
[image: image256.wmf]s

 такое, что 
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Таким образом, два свободных вектора 
[image: image259.wmf][]
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 и 
[image: image260.wmf][]

=

mAB

 с помощью переменной 
[image: image261.wmf]s

 позволяют задавать положение любой точки на прямой 
[image: image262.wmf]AB

. Например, если точка 
[image: image263.wmf]M

 середина отрезка 
[image: image264.wmf]AB

, то 
[image: image265.wmf]1

2

[]

=+

OMam

. 

10.** Теорема о разложении свободного вектора плоскости по двум неколлинеарным векторам
На плоскости для свободных векторов справедлива теорема, аналогичная теореме о разложении связанного вектора по двум неколлинеарным векторам. 

Теорема. Пусть свободные векторы 
[image: image266.wmf]a

 и 
[image: image267.wmf]b

 неколлинеарны. Тогда для любого свободного вектора 
[image: image268.wmf]m

 плоскости найдутся такие числа 
[image: image269.wmf]x

 и 
[image: image270.wmf]y

, что 



[image: image271.wmf]=+.

mxayb


Доказательство. Пусть 
[image: image272.wmf]O

 — фиксированная точка плоскости. Найдем изображения 
[image: image273.wmf]OA

 свободного вектора 
[image: image274.wmf]a

, 
[image: image275.wmf]OB

 свободного вектора 
[image: image276.wmf]b

, 
[image: image277.wmf]OM

 свободного вектора 
[image: image278.wmf]m

. Тогда связанные векторы 
[image: image279.wmf]OA

 и 
[image: image280.wmf]OB

 неколлинеарны, а поэтому на основании изложенного в пункте 9 темы 8 найдутся числа 
[image: image281.wmf]x

 и 
[image: image282.wmf]y

 такие, что 



[image: image283.wmf]=×+×.

OMxOAyOA


Отсюда получаем 



[image: image284.wmf][][][]

==+=

mOMxOAyOB




[image: image285.wmf][][]

=×+×=×+×,

xOAyOBxayb


что и требовалось доказать. 

Пример 8. Рассмотрим прямоугольную систему координат с началом 
[image: image286.wmf]O

. Выберем свободные векторы 
[image: image287.wmf][]

=

aOA

 и 
[image: image288.wmf]=

b

 
[image: image289.wmf][]

=

OB

, где 
[image: image290.wmf]A

 — точка оси 
[image: image291.wmf]Ox

 с координатами (1;0), а 
[image: image292.wmf]B

 — точка оси 
[image: image293.wmf]Oy

 с координатами (0;1) (рисунок 16). 

Пусть точка 
[image: image294.wmf]M

 расположена на расстоянии 
[image: image295.wmf]7

=

r

 от начала системы координат, а луч 
[image: image296.wmf]OM

 определяет угол 
[image: image297.wmf]a

 в 
[image: image298.wmf]135

o

 (рисунок 17). Тогда точка 
[image: image299.wmf]M

 имеет координаты 
[image: image300.wmf](cossin)

aa

;

rr

 или 
[image: image301.wmf](

)

7272

22

-;

. Поэтому 
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Контрольные вопросы
1. Сформулируйте правило треугольника для сложения векторов. 

2. Сформулируйте правило многоугольника для сложения трех, четырех и большего числа векторов. 

3. Как можно задать траекторию движения точки с помощью радиус-вектора? 

4. Сформулируйте правило треугольника для вычитания векторов. 

5. Как определить сумму двух свободных векторов? 

6. Сформулируйте правило треугольника для суммы двух свободных векторов. 

7. Как определяется произведение свободного вектора на число? 

8. Сформулируйте основные свойства операций сложения и умножения на число для свободных векторов. 

9. В каком случае два свободных вектора коллинеарны? 

10. Сформулируйте и докажите теорему о разложении свободного вектора на плоскости по двум неколлинеарным векторам. 
Задачи и упражнения

1. Изобразите вектор 
[image: image307.wmf]a

. Постройте вектор: 

а) 
[image: image308.wmf]-

a

; б) 
[image: image309.wmf]5

a

; в) 
[image: image310.wmf]3

-

a

. 

2. Найдите сумму векторов: 

а) 
[image: image311.wmf]AB

, 
[image: image312.wmf]AC

, 
[image: image313.wmf]CB

; 

б) 
[image: image314.wmf]AB

, 
[image: image315.wmf]1

AC

, 
[image: image316.wmf]1

CB

; 

где 
[image: image317.wmf]C

 и 
[image: image318.wmf]1

C

 две разные точки на плоскости. 

Сравните получившиеся ответы. 

3. Докажите, что для любых точек 
[image: image319.wmf]A

, 
[image: image320.wmf]B

, 
[image: image321.wmf]C

, 
[image: image322.wmf]1

C

 выполняется равенство 


[image: image323.wmf]11

++=++

ABACCBABACCB

. 

4. В каком случае векторы 
[image: image324.wmf]AB

 и 
[image: image325.wmf]BC

 равны? 

5. Даны векторы 
[image: image326.wmf]a

 и 
[image: image327.wmf]b

. Пользуясь правилом треугольника изобразите векторы 
[image: image328.wmf]+

ab

 и 
[image: image329.wmf]-

ab

. 

6. Даны три вектора 
[image: image330.wmf]a

, 
[image: image331.wmf]b

, 
[image: image332.wmf]c

. Пользуясь правилом треугольника изобразите векторы 
[image: image333.wmf]++

abc

, 
[image: image334.wmf]+-

abc

, 
[image: image335.wmf]--

abc

. 

7. Пусть 
[image: image336.wmf]M

 — середина отрезка 
[image: image337.wmf]AB

. Докажите, что если 
[image: image338.wmf]O

 — любая точка плоскости, то 
[image: image339.wmf](

)

1

2

=+

OMOAOB

. 

8. Докажите, что если 
[image: image340.wmf]O

 — точка пересечения медиан треугольника 
[image: image341.wmf]ABC

, то 
[image: image342.wmf](

)

1

3

=+

COCACB

. 

9. На отрезке 
[image: image343.wmf]AB

 даны точки 
[image: image344.wmf]C

 и 
[image: image345.wmf]D

, такие, что 
[image: image346.wmf]||=||=

ACCD

 
[image: image347.wmf]1

3

=||=||

DBAB

. Выразите: 

а) вектор 
[image: image348.wmf]AD

 через вектор 
[image: image349.wmf]BC

; 

б) вектор 
[image: image350.wmf]AC

 через вектор 
[image: image351.wmf]AD

; 

в) вектор 
[image: image352.wmf]CB

 через вектор 
[image: image353.wmf]BD

. 

10. Даны точки 
[image: image354.wmf]O

, 
[image: image355.wmf]A

 и вектор 
[image: image356.wmf]a

. Постройте точку 
[image: image357.wmf]M

 так, что 

а) 
[image: image358.wmf]=+

OMOAa

; 

б) 
[image: image359.wmf]=-

OMOAa

; 

в) 
[image: image360.wmf]2

=+

OMOAa

; 

г) 
[image: image361.wmf]1

2

=-

OMOAa

. 

11. Пусть точки 
[image: image362.wmf]P

 и 
[image: image363.wmf]Q

 — середины сторон 
[image: image364.wmf]AC

 и 
[image: image365.wmf]BC

 треугольника 
[image: image366.wmf]ABC

. Докажите, что: 

а) 
[image: image367.wmf]1

2

=

PQAB

; б) 
[image: image368.wmf]2

=

PQAB

; 

в) 
[image: image369.wmf]=-

ABCPCA

; г) 
[image: image370.wmf]1

2

(

=-

PQCBCA

; 

д) 
[image: image371.wmf]2

=-

PQCBCA

. 

12. Точки 
[image: image372.wmf]A

, 
[image: image373.wmf]B

, 
[image: image374.wmf]C

 не лежат на одной прямой. Постройте на луче 
[image: image375.wmf]CB

 точку 
[image: image376.wmf]M

 такую, что 
[image: image377.wmf]23()

=+-

CMCACBCA

. 

13. На отрезке 
[image: image378.wmf]AB

 даны точки 
[image: image379.wmf]C

 и 
[image: image380.wmf]D

 такие, что 
[image: image381.wmf]||=||=

ACCD

 
[image: image382.wmf]1

3

=||

AB

. Точка 
[image: image383.wmf]O

 — произвольная точка плоскости. Выразите: 

а) вектор 
[image: image384.wmf]OC

 через 
[image: image385.wmf]OA

 и 
[image: image386.wmf]OB

; 

б) вектор 
[image: image387.wmf]OD

 через 
[image: image388.wmf]OA

 и 
[image: image389.wmf]OB

; 

в) вектор 
[image: image390.wmf]OA

 через 
[image: image391.wmf]OD

 и 
[image: image392.wmf]OB

; 

г) вектор 
[image: image393.wmf]OC

 через 
[image: image394.wmf]OD

 и 
[image: image395.wmf]OB

. 

14. В параллелограмме 
[image: image396.wmf]ABCD

 точки 
[image: image397.wmf]P

 и 
[image: image398.wmf]Q

 — середины сторон 
[image: image399.wmf]DA

 и 
[image: image400.wmf]AB

. Выразите вектор 
[image: image401.wmf]PQ

 через 
[image: image402.wmf]AB

 и 
[image: image403.wmf]AD

. 

15. Разложите вектор 
[image: image404.wmf]CO

, где 
[image: image405.wmf]O

 — точка пересечения медиан треугольника 
[image: image406.wmf]ABC

, по векторам: 

а) 
[image: image407.wmf]AB

, 
[image: image408.wmf]AC

; б) 
[image: image409.wmf]BA

, 
[image: image410.wmf]BC

; в) 
[image: image411.wmf]CA

, 
[image: image412.wmf]CB

. 

16. Пусть 
[image: image413.wmf]M

 — середина стороны 
[image: image414.wmf]AB

 треугольника 
[image: image415.wmf]ABC

. Разложите вектор 
[image: image416.wmf]CM

 по векторам: 

а) 
[image: image417.wmf]AB

 и 
[image: image418.wmf]AC

; б) 
[image: image419.wmf]BA

 и 
[image: image420.wmf]BC

; в) 
[image: image421.wmf]CA

 и 
[image: image422.wmf]CB

. 

17. В окружность с центром 
[image: image423.wmf]O

 вписан правильный шестиугольник 
[image: image424.wmf]ABCDEF

. Разложите вектор 
[image: image425.wmf]AC

 по векторам: 

а) 
[image: image426.wmf]OF

 и 
[image: image427.wmf]OB

; б) 
[image: image428.wmf]OA

 и 
[image: image429.wmf]OB

; в) 
[image: image430.wmf]AB

 и 
[image: image431.wmf]AF

. 

18. В окружность с центром 
[image: image432.wmf]O

 вписан правильный шестиугольник 
[image: image433.wmf]ABCDEF

. Разложите вектор 
[image: image434.wmf]AD

 по векторам: 

а) 
[image: image435.wmf]OF

 и 
[image: image436.wmf]OB

; б) 
[image: image437.wmf]OA

 и 
[image: image438.wmf]OB

; в) 
[image: image439.wmf]AB

 и 
[image: image440.wmf]AF

. 

19. При выполнении каких условий векторы 
[image: image441.wmf]a

 и 
[image: image442.wmf]b

: 

а) коллинеарны; 

б) сонаправлены; 

в) противоположно направлены. 

20. Запишите с помощью векторов условие того, что три точки 
[image: image443.wmf]A

, 
[image: image444.wmf]B

, 
[image: image445.wmf]C

 лежат на одной прямой. 

21. Запишите с помощью векторов условие того, что четыре точки 
[image: image446.wmf]A

, 
[image: image447.wmf]B

, 
[image: image448.wmf]C

, 
[image: image449.wmf]D

 лежат на одной прямой. 

22. Запишите с помощью векторов условие того, что четырехугольник 
[image: image450.wmf]ABCD

 – параллелограмм. 

23. Запишите с помощью векторов условие того, что четырехугольник 
[image: image451.wmf]ABCD

 — трапеция. 

24. Рассмотрим параллелограмм 
[image: image452.wmf]ABCD

. Пусть 
[image: image453.wmf]O

 — точка пересечения диагоналей параллелограмма, 
[image: image454.wmf]M

 — середина стороны 
[image: image455.wmf]DC

. Точка 
[image: image456.wmf]N

 лежит на стороне 
[image: image457.wmf]BC

, 
[image: image458.wmf]2

||=||

BNNC

. Выразите через векторы 
[image: image459.wmf]AB

 и 
[image: image460.wmf]AD

: 

а) вектор 
[image: image461.wmf]AO

; 

б) вектор 
[image: image462.wmf]AM

; 

в) вектор 
[image: image463.wmf]AN

; 

г) вектор 
[image: image464.wmf]BN

 и вектор 
[image: image465.wmf]CN

; 

д) вектор 
[image: image466.wmf]OM

 и вектор 
[image: image467.wmf]ON

; 

е) вектор 
[image: image468.wmf]DM

 и вектор 
[image: image469.wmf]DN

; ж) вектор 
[image: image470.wmf]MN

. 

25. Рассмотрим трапецию 
[image: image471.wmf]ABCD

, 
[image: image472.wmf]2

||=

ABDC

. Точка 
[image: image473.wmf]M

 — середина стороны 
[image: image474.wmf]AD

, 
[image: image475.wmf]O

—точка пересечения диагоналей трапеции. Выразить через вектора 
[image: image476.wmf]AB

 и 
[image: image477.wmf]AD

: 

а) вектор 
[image: image478.wmf]AM

; 

б) вектор 
[image: image479.wmf]AO

; 

в) вектор 
[image: image480.wmf]BC

; 

г) вектор 
[image: image481.wmf]AN

, 

если известно, что точка 
[image: image482.wmf]N

 расположена на стороне 
[image: image483.wmf]BC

 и точки 
[image: image484.wmf]M

, 
[image: image485.wmf]O

, 
[image: image486.wmf]N

 лежат на одной прямой. 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 18. Указания. а) 
[image: image487.wmf]OFOBOA

+=

, 
[image: image488.wmf]2

ADOA

=-×

, откуда получается требуемое разложение; 
б) 
[image: image489.wmf]2

ADOA

=-×

, поэтому 
[image: image490.wmf](2)0

ADOAOB

=-×+×

;

в)
[image: image491.wmf]ABAF

+

 = 
[image: image492.wmf]AO

, 
[image: image493.wmf]2

ADAO

=×

, откуда получается требуемое разложение.

Задача 21. Указание. Допустим, что точки 
[image: image494.wmf]A

 и 
[image: image495.wmf]B

 различны. Точки 
[image: image496.wmf]A

, 
[image: image497.wmf]B

, 
[image: image498.wmf]C

, 
[image: image499.wmf]D

 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда для некоторых чисел 
[image: image500.wmf]x

 и 
[image: image501.wmf]y

 выполняются равенства: 
[image: image502.wmf]ACxAB

=×

, 
[image: image503.wmf]ADyAB

=×

. 
Задача 24 ж). Указание. Пусть 
[image: image504.wmf]ABm

=

, 
[image: image505.wmf]ADn

=

. Тогда 
[image: image506.wmf]11

22

MCDCAB

===



[image: image507.wmf]1

2

m

=

, 
[image: image508.wmf]111

333

CNBCADn

=-=-=-

, 
[image: image509.wmf]11

23

MNMCCNmn

=+=-

 (рис. 2). 
Задача 25 г). Указание. Пусть 
[image: image510.wmf]ABm

=

, 
[image: image511.wmf]ADn

=

. Тогда 
[image: image512.wmf]1

2

ACmn

=+

, 
[image: image513.wmf]AO

=



[image: image514.wmf]212

333

ACmn

==+

, 
[image: image515.wmf]11

36

MOAOAMmn

=-=+

, 
[image: image516.wmf]CBABAC

=-=



[image: image517.wmf]1

2

mn

=-

. Так как точка 
[image: image518.wmf]N

 лежит на прямых 
[image: image519.wmf]MO

 и 
[image: image520.wmf]CB

, то 
[image: image521.wmf]AN

=



[image: image522.wmf](
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, 
[image: image523.wmf](
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, где 
[image: image525.wmf]x

, 
[image: image526.wmf]y

 — некоторые действительные числа. В силу единственности разложения вектора по двум неколлинеарным векторам имеем равенства: 
[image: image527.wmf]1

322

y

x

=+

, 
[image: image528.wmf]1

26

1

x

y

+=-

. Решая получившуюся систему, находим 
[image: image529.wmf]9

5

x

=

, 
[image: image530.wmf]1

5

y

=

. Следовательно, 
[image: image531.wmf]3
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