Тема 14. Система уравнений
Цель темы – изучить некоторые способы решения систем двух уравнений с двумя неизвестными.

В этой темы вы познакомитесь с некоторыми приемами решения уравнений, содержащих две неизвестные, научитесь находить координаты точек пересечения прямой с окружностью и некоторыми другими кривыми, получать уравнения касательных к эллипсу, узнаете, как найти все пифагоровы тройки целочисленных сторон прямоугольных треугольников. 

08-14-01. Алгебраические методы решения систем уравнений
1. Систему двух уравнений с двумя неизвестными, содержащую линейное уравнение, можно решить методом подстановки. 

Пример 1. Решить систему 
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Решение. Из второго уравнения системы выразим неизвестную 
[image: image2.wmf]x

 через 
[image: image3.wmf]y

 и получим 
[image: image4.wmf]13
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. Подставим найденное выражение для 
[image: image5.wmf]x

 в оставшееся уравнение системы: 
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Решим получившееся уравнение относительно неизвестной 
[image: image7.wmf]y

: 
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Дискриминант этого уравнения 
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Отсюда 
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Подставим найденные значения 
[image: image15.wmf]y

 поочередно в выражение 
[image: image16.wmf]x

 и получим соответствующие пары чисел 
[image: image17.wmf]x

 и 
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: 
[image: image19.wmf]1

=

x

 
[image: image20.wmf]2

13

19

22

5

-

+

===

y

, откуда получаем решение системы (5;-3); 
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откуда получаем решение системы 
[image: image22.wmf]6145
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Ответ:(5;-3), 
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Пример 2. Решим систему 
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Решение. Из второго уравнения системы выразим через 
[image: image25.wmf]x

 неизвестную 
[image: image26.wmf]y

 и получим 
[image: image27.wmf]23
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. Подставим найденное выражение для 
[image: image28.wmf]y

 в первое уравнение системы: 
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Решим получившееся уравнение относительно неизвестной 
[image: image30.wmf]x

: 
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Дискриминант этого уравнения 
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Отсюда 
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По очереди подставим найденные значения 
[image: image40.wmf]x

 в выражение для 
[image: image41.wmf]y
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, откуда получим решение системы (2;1); 


[image: image43.wmf]22

23233

=-=×=

yx

, откуда получим решение системы (3;3). 

Ответ: (2;1), (3;3). 

2.* Систему 
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 можно решить методом подстановки, как рассмотрено в предыдущем пункте. Однако применение теоремы Виета позволяет сократить рассуждения.
Действительно, станем считать неизвестные 
[image: image45.wmf]x

 и 
[image: image46.wmf]y

 двумя корнями одного квадратного уравнения 
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 представляет сумму корней этого уравнения, и по теореме Виета равно 
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. Так как в системе записано 
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Выражение 
[image: image52.wmf]xy

 представляет произведение корней квадратного уравнения 
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, и по теореме Виета равно 
[image: image54.wmf]q

. Так как в системе записано 
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В результате получаем, что пара чисел 
[image: image57.wmf]()
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, являющаяся решением исходной системы, совпадает с набором корней квадратного уравнения 
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, взятых в определенном порядке. Уравнение 
[image: image59.wmf]2

1120

-+=

zz

 имеет корни 
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Поэтому исходная система имеет следующие пары решений: 
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3. Некоторые системы методом алгебраического сложения удается свести к системам, содержащим линейное уравнение. 

Пример 3. Решим систему 
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Решение. Вычтем почленно из первого уравнения системы второе уравнение: 
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Отсюда 
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Исходная система уравнений равносильна системе 
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Эту систему можно решить методом подстановки: 
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Полученное уравнение имеет единственное решение 
[image: image77.wmf]1
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. Отсюда 
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и пара чисел (1;- 1) является единственным решением исходной системы. 

Ответ: (1;-1). 

Пример 4. Решим систему 
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Решение. Умножим обе части первого уравнения на число 3, а обе части второго уравнения на число 2: 
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Сложим почленно первое уравнение полученной системы со вторым уравнением: 
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Отсюда 
[image: image83.wmf]3
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Подставим найденное выражение для 
[image: image85.wmf]y

 в первое уравнение начальной системы: 
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Полученное уравнение имеет единственное решение 
[image: image91.wmf]29
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Ответ: 
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4.** Рассмотрим систему 
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В левой части каждого из уравнений стоят одночлены второй степени относительно неизвестных 
[image: image95.wmf]x

 и 
[image: image96.wmf]y

, а в правой части – конкретное число. Такие системы принято называть однородными. 

Методом алгебраического сложения можно получить соотношение между неизвестными, не содержащее числовых слагаемых. Умножим первое уравнение на число 5, а второе на число — 3. В результате получим равносильную систему. 
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Сложив уравнения системы, 

получим 
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Решим это уравнение как квадратное относительно неизвестной 
[image: image100.wmf]x

. Дискриминант этого уравнения 
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Поэтому корни уравнения имеют вид: 
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Следовательно, между неизвестными исходной системы возможны два соотношения: либо 
[image: image103.wmf]1
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, либо 
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Поэтому можно составить две системы. 
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и решить каждую из них методом подстановки
5.** Мы рассмотрели некоторые приемы решения систем двух уравнений с двумя неизвестными. В процессе решения выполняются преобразования, которые позволяют найти все решения исходной системы. В этом особую роль играет замена системы уравнений на равносильную ей систему. Разберем один общий случай. 

Пусть система уравнений имеет вид 
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и 
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, 
[image: image109.wmf]b

 — произвольные фиксированные числа, присеем 
[image: image110.wmf]0
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. Тогда эта система равносильна системе уравнений
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  (2)
Доказательство. 

I. Пусть 
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 — любое решение начальной системы (1). Поэтому числа 
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. В результате получаем, что пара чисел 
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 является решением системы (2). 

II. Пусть 
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 — любые решения системы (2), то есть 
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Но тогда 
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Так как 
[image: image123.wmf]0
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, то отсюда следует равенство 
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. В результате получаем, что пара чисел 
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 является решением системы (1). 

Из первой и второй частей доказательства следует, что множества решений систем (1) и (2) совпадают. 

Контрольные вопросы

1. В чем состоит метод подстановки?

2. Системы какого вида удобно решать с помощью теоремы Виета?

3. В чем состоит метод алгебраического сложения при решении систем?

4. Какие системы называются равносильными?

Задачи и упражнения

1. Решите следующие системы: 
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2. (Древняя китайская задача) В клетке 17 голов и 54 ноги. Сколько в ней кроликов и сколько фазанов? 

3. Разница в возрасте братьев 5 лет, но 8 лет назад младший брат был вдвое моложе старшего. Сколько лет тому и другому? 

4. Решить следующие системы, используя теорему Виета о сумме и произведении корней квадратного уравнения: 
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5. Решить следующие системы методом алгебраического сложения: 
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6. Решите следующие системы уравнений, левые части которых однородны относительно 
[image: image138.wmf]x

 и 
[image: image139.wmf]y
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7. Среднее арифметическое двух чисел равно 17, а среднее геометрическое 15. Найдите числа. 
Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 4. Указание. е) Так как 
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ж) Умножив обе части первого уравнения на 2 и сложив по частям со вторым уравнением, получаем 
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 система равносильна системе из двух уравнений: 
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з) Данная система эквивалента совокупности четырех систем: 
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и) Решение аналогично решению предыдущей системы. 
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