08-15-04. Метод последовательных приближений.
1. С давних времен известен способ приближенного вычисления квадратных корней, заключающийся в последовательном улучшении каждого получающегося приближенного значения. 

Разберем этот способ сначала на примере вычисления 
[image: image1.wmf]2

. 

Допустим, что нам известно некоторое приближенное значение 
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 для 
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. Оказывается, что число 
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Например, пусть 
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Вычислим теперь разность 
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Так как 
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Значит, число 
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 дает приближенное значение для 
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 с точностью до 0,005. 

2. Указанный в предыдущем пункте процесс улучшения приближенных значений для 
[image: image28.wmf]2

 можно повторять шаг за шагом. При этом возникает последовательность приближенных значений для 
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, которая строится по следующему правилу. 

Первый член 
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 последовательности мы выбираем сами, то есть 
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 –фиксированное число. Затем 
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Кратко это правило записывают так: 
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Пусть 
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Как выглядят пять начальных членов 
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, если взять 
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Пусть 
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 определяются по правилу из предыдущего пункта, то есть 
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При 
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 имеет место равенство 



[image: image52.wmf]2

1

(2)

12

2()2

22

+

-

-=+-=.

n

nn

nn

x

xx

xx


(2)

Отсюда при любом натуральном 
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 получаем, что 
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Из этого неравенства следует, что если при каком-то значении 
[image: image56.wmf]n

 разность 
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Значит, каждое последующее значение 
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 дает более точное приближение для 
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, чем 
[image: image61.wmf]n

x

. 

Например, возьмем 
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и так далее. 

3.** Оценка разностей 
[image: image69.wmf]2
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  для членов последовательности из предыдущего пункта.
Возьмем любое число 
[image: image70.wmf]0
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 и пусть 
[image: image71.wmf]1
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. Докажем, что по правилу (1) из пункта 4.2 получается последовательность чисел 
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, приближающихся к 
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 с ростом 
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Сначала заметим, что из равенства (2) предыдущего пункта следует, что все члены 
[image: image75.wmf]n
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 последовательности, начиная со второго, не меньше 
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[image: image77.wmf]³

n

 
[image: image78.wmf]1

³

 имеем 



[image: image79.wmf]2

1

(2)

2

2

+

-

-==

n

n

n

x

x

x




[image: image80.wmf]2

(2)

2

-

=×-=

n

n

n

x

x

x




[image: image81.wmf]111

()(2)(2)

22

2

=-×-<-.

nn

n

xx

x


Значит, независимо от того, какое положительное значение имеет 
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, разность 
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. Это означает, что с каждым шагом разность между 
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 уменьшается более, чем в два раза. Поэтому через какое-то число шагов разность 
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4. По правилу 
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начиная с положительного числа 
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, мы получаем числа 
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, которые с ростом номера последовательно приближаются к 
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. Аналогично методом последовательных приближений можно находить приближенные значения квадратного корня из любого положительного числа 
[image: image95.wmf]b

. Это можно сделать по следующему правилу: 
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5.* Методом последовательных приближений можно находить приближенные значения корня любой натуральной степени из положительного числа 
[image: image100.wmf]b

. 

Приближенные значения 
[image: image101.wmf]5
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Приближенные значения 
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6.** Метод последовательных приближений можно применять для  вычисления корней многих уравнений вида 
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 — некоторая числовая функция. 

Процесс вычисления аналогичен разобранным выше примерам: начиная с 
[image: image115.wmf]1
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 по правилу: 
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Для того чтобы эта последовательность на самом деле давала приближенные значения корня уравнения 
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 и число 
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 должны удовлетворять определенным условиям. Одним из таких условий является следующее. 

Пусть функция 
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 такое, что для любых чисел 
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Тогда если последовательность строится по правилу: 
[image: image129.wmf]1
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[image: image130.wmf]c

 принадлежит отрезку 
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Пример. Пусть 
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Пусть 
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 — корень уравнения 
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[image: image145.wmf]x

 получаем 
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Отсюда следует, что если мы возьмем 
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и так далее. В результате получаем, что разность 
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 с каждым шагом становится все меньше и меньше, приближаясь к нулю. 

В этом примере число 
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 является корнем уравнения 
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Поэтому для 
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выполняется неравенство 
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выполняется неравенство 
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выполняется неравенство 
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 и так далее. 

Этот процесс нетрудно автоматизировать и тем самым свести приближенное вычисление частного к последовательному выполнению операций умножения и деления. 

Заметим, что при вычислениях методом последовательных приближений промежуточные результаты можно округлять. Действительно, начиная с округленного результата, мы все равно будем приближаться к нужному корню уравнения. 

Контрольные вопросы
1. Как строятся последовательные приближения при вычислении 
[image: image163.wmf]2

? 

2. Что происходит с погрешностью приближений при увеличении их номеров? 

3. С какого числа 
[image: image164.wmf]a

 можно начинать при построении приближений? 

4. Как доказать, что при увеличении номера приближения его погрешность уменьшается? 

5. По каким формулам строятся приближения при увеличении кубических корней? 

6. Как применить метод последовательных приближений для извлечения квадратного корня из любого 
[image: image165.wmf]0
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Задачи и упражнения

1. Пусть 
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2. Пусть 
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а) 0,1; б) 0,01? 

3. Пусть 
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а) Вычислите несколько членов этой последовательности; 

б) оцените разность 
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в) оцените разность 
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г) начиная с какого номера 
[image: image179.wmf]n

 число 
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 дает приближение числа 
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 с точностью до 0,001? 

4. Пусть 
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а) Вычислите несколько членов этой последовательности; 

б) оцените разность 
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в) оцените разность 
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г) начиная с какого номера 
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 число 
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 дает приближение числа 2 с точностью до 
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5. Пусть 
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а) Вычислите несколько членов этой последовательности; 

б) оцените разность 
[image: image193.wmf]2
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в) оцените разность 
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г) начиная с какого номера 
[image: image195.wmf]n

 число 
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 дает приближение числа 
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 с точностью до 
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6. Пусть 
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а) Вычислите несколько членов этой последовательности;

б) Оцените разность 
[image: image202.wmf]1
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;
в) Оцените разность 
[image: image203.wmf]1
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г) начиная с какого номера n число xn дает приближение числа 
[image: image204.wmf]3
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 с точностью до 10-4?

Ответы и указания к решению наиболее трудных задач.
Задача 2. Указание. Для 
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