Тема 1. Множества
В этой теме Вы продолжите изучение множеств, их подмножеств, объединения и пересечения множеств. 

09-01-01. Понятие множества
1.1. В разговорной речи слово множество иногда употребляется в смысле много. Например, когда говорят, что в лесу множество грибов, то имеют в виду, что в лесу много грибов. В математике понятие множества имеет иной смысл. 

В математике под словом множество понимают совокупность предметов или объектов, объединенных по некоторому признаку. Например, множество четных целых чисел состоит из целых чисел, делящихся на два. 

Вообще говоря, понятие множества является неопределяемым понятием. 

Напомним, что ранее рассматривались множества точек на плоскости, обладающих определенным свойством. Например, окружность есть множество всех точек плоскости, равноудаленных от данной на плоскости точки. 

Предметы или объекты, составляющие множество, называются его элементами. Например, элементами множества букв, используемых для записи слова колобок, являются буквы: б, к, л, о. 

Множества обычно обозначаются большими латинскими буквами: 
[image: image1.wmf]A

, 
[image: image2.wmf]B

, 
[image: image3.wmf]C

,... Для записи произвольного элемента множества чаще всего используют малые латинские буквы. 

Для записи того, что некоторый элемент содержится в множестве, используют знак 
[image: image4.wmf]Î

. Так, запись 
[image: image5.wmf]Î
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 означает, что 
[image: image6.wmf]a

 есть элемент множества 
[image: image7.wmf]A

. Запись 
[image: image8.wmf]Î
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 читается: 
[image: image9.wmf]a

 принадлежит множеству 
[image: image10.wmf]A

. Например, если буквой 
[image: image11.wmf]B

 обозначено множество всех четных чисел, то можно написать, что 
[image: image12.wmf]6
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Когда некоторый предмет или объект 
[image: image13.wmf]a

 не являются элементом данного множества 
[image: image14.wmf]A

, то пишут 
[image: image15.wmf]Ï

aA

. Например, для определенного выше множества 
[image: image16.wmf]B

 всех четных чисел можно записать: 
[image: image17.wmf]7
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, что читается: семь не принадлежит множеству B. 

1.2. Множество 
[image: image18.wmf]R

 всех ромбов с равными диагоналями равно множеству 
[image: image19.wmf]P

 всех прямоугольников с перпендикулярными диагоналями. Действительно, множество R состоит из всех квадратов плоскости, но и множество 
[image: image20.wmf]P

 тоже состоит из всех квадратов плоскости. 

Рассмотрим квадрат 
[image: image21.wmf]ABCD

. Вы знаете, что отрезки 
[image: image22.wmf]AB

 и 
[image: image23.wmf]CD

 равны как геометрические фигуры в том смысле, что при некотором перемещении копия одного из них совмещается с другим отрезком. 

Однако, как множества точек плоскости эти два отрезка различны. Например, точка 
[image: image24.wmf]A

 принадлежит отрезку 
[image: image25.wmf]AB

, но не принадлежит отрезку 
[image: image26.wmf]CD

. Следовательно, состав элементов множеств 
[image: image27.wmf]AB

 и 
[image: image28.wmf]CD

 различен. 

Иногда приходится говорить о множестве, не зная заранее, имеет оно элементы или нет. В этом случае могут возникать множества, не имеющие элементов. 

Например, уравнение 
[image: image29.wmf]42
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 не имеет целых корней. В этом случае говорят, что уравнение имеет пустое множество целых корней. 

Пустое множество обозначается специальным знаком 
[image: image30.wmf]Æ

. Иногда говорят, что пустое множество 
[image: image31.wmf]Æ

 имеет нуль элементов. 

Предполагается, что любые два пустых множества равны между собой. Поэтому, например, пустое множество белых грибов равно пустому множеству красных яблок. 

1.3. Некоторые множества бывают конечными, а некоторые — бесконечными. 

Множество, состоящее из элементов, количество которых можно выразить некоторым натуральным числом, называют конечным множеством. Примерами таких множеств могут служить: множество учеников данного класса; множество вершин заданного многоугольника. 

Конечное множество 
[image: image32.wmf]A

, состоящее из элементов 
[image: image33.wmf]a

, 
[image: image34.wmf]b

, 
[image: image35.wmf]c

,..., иногда записывают, перечисляя в фигурных скобках его элементы: 
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Например, множество цифр, используемых в  записи чисел, равно: 



[image: image37.wmf]{01}
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В математике мы постоянно встречаем бесконечные множества. Это такие множества, которые не являются конечными. 

Примерами бесконечных числовых множеств являются: 

- множество 
[image: image38.wmf]N

 всех натуральных чисел; 

- множество 
[image: image39.wmf]Z

 всех целых чисел; 

- множество 
[image: image40.wmf]Q

 всех рациональных чисел; 

- множество 
[image: image41.wmf]R

 всех действительных чисел; 

- множество 
[image: image42.wmf]C

 всех комплексных чисел. 
Записанные нами обозначения 
[image: image43.wmf]N

, 
[image: image44.wmf]Z

, 
[image: image45.wmf]Q

, 
[image: image46.wmf]R

, 
[image: image47.wmf]C

 для основных числовых множеств являются общепринятыми и часто используются без дополнительных пояснений. 

Примерами бесконечных множеств в геометрии являются: 

- множество всех точек плоскости; 

- множество всех точек прямой; 

- множество всех точек луча; 

- множество всех точек заданной окружности радиуса 1 см. 

Можно указать несколько множеств, про которые до сих пор неизвестно, конечны они или бесконечны. Например, неизвестно, конечно или бесконечно множество простых чисел, разлагающихся в сумму двух простых чисел. Неизвестно также, будет ли бесконечным множество простых чисел Ферма, то есть простых чисел вида 
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Первые пять чисел Ферма для 
[image: image49.wmf]k

 от 0 до 4 имеют вид: 3, 5, 17, 257, 65537. Все эти числа Ферма оказались простыми. Но уже шестое число Ферма при 
[image: image50.wmf]5

=

k

, как показал Эйлер, делится на 641 и поэтому не является простым. 

1.4. Вспомним о промежутках на числовой прямой. 

Для данных действительных чисел 
[image: image51.wmf]a

 и 
[image: image52.wmf]b

, где 
[image: image53.wmf]£
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 рассматриваются следующие числовые множества, имеющие общее название промежутки: 

отрезок 
[image: image54.wmf][]

;
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, состоящий из действительных чисел 
[image: image55.wmf]x

, удовлетворяющих двойному неравенству 
[image: image56.wmf]££
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; 

полуинтервал 
[image: image57.wmf][)

;
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, состоящий из всех чисел отрезка 
[image: image58.wmf][]

;
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, за исключением числа 
[image: image59.wmf]b

; 

полуинтервал 
[image: image60.wmf](]

;
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, состоящий из всех чисел отрезка 
[image: image61.wmf][]

;
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, кроме числа 
[image: image62.wmf]a

; 

интервал 
[image: image63.wmf]()

;

ab

, состоящий из всех чисел отрезка 
[image: image64.wmf][]

;
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, за исключением чисел 
[image: image65.wmf]a

 и 
[image: image66.wmf]b

. 

Бесконечными промежутками называют  множества вида: 


[image: image67.wmf][)

;+¥

a

 — множество, состоящее из действительных чисел 
[image: image68.wmf]x

 таких, что 
[image: image69.wmf]³
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; 
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 — множество, состоящее из действительных чисел 
[image: image71.wmf]x

 таких, что 
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 — множество всех действительных чисел 
[image: image74.wmf]x

 таких, что 
[image: image75.wmf]£
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 — множество всех действительных чисел 
[image: image77.wmf]x

 таких, что 
[image: image78.wmf]<
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1.5. Пусть каждый элемент множества 
[image: image79.wmf]A

 является также элементом множества 
[image: image80.wmf]B

. В таком случае говорят, что 
[image: image81.wmf]A

 есть часть или подмножество множества 
[image: image82.wmf]B

, и пишут 
[image: image83.wmf]Í
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. Пустое множество 
[image: image84.wmf]Æ

 считается подмножеством любого множества. 

Например, отрезок [0;1] является подмножеством множества 
[image: image85.wmf]R

 всех действительных чисел. Множество натуральных чисел, кратных пяти, есть подмножество множества 
[image: image86.wmf]N

 всех натуральных чисел. 

Если 
[image: image87.wmf]A

 — подмножество множества 
[image: image88.wmf]B

 и 
[image: image89.wmf]¹
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, то иногда пишут 
[image: image90.wmf]Ì
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. Так, 
[image: image91.wmf]Ì
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, потому что любое натуральное число является целым, но отрицательные числа и 0 натуральными не являются; 


[image: image92.wmf]Ì
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, потому что всякое целое число является рациональным, но, например, дробь 
[image: image93.wmf]1
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 не является целым числом; 


[image: image94.wmf]Ì
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, потому что всякое натуральное число является действительным, но, например, число 
[image: image95.wmf]2

 не является рациональным. 

Контрольные вопросы и задания

1. Приведите примеры конечных множеств. 

2. Приведите примеры бесконечных множеств. 

3. Какое множество называют пустым? 
4. Что означает запись 
[image: image96.wmf]Î

aA

? 
5. Что означает запись 
[image: image97.wmf]Ï
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? 

6. Что такое отрезок числовой прямой? 
7. Что такое интервал числовой прямой? 

8. Какие виды полуинтервалов Вы знаете? 
9. Какие виды промежутков Вы знаете? 

10. Что означает запись 
[image: image98.wmf]Í
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? 
11. Что означает запись 
[image: image99.wmf]Ì
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? 

12. Какие множества называются равными? 

Задачи и упражнения

1. Выпишите элементы множества простых чисел, не превосходящих 20. 

2.**Конечно или бесконечно множество всех простых чисел? 

3. Сколько элементов имеет множество целых корней уравнения 
[image: image100.wmf]42
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4.* Покажите, что множество простых чисел, которые разлагаются в сумму двух простых чисел, больших или равных трем, является пустым. 

5. Сколько элементов содержит множество целых положительных чисел, не превосходящих числа 20 и взаимно простых с этим числом 20? 

6.* На плоскости даны окружность 
[image: image101.wmf]s

 и точка 
[image: image102.wmf]A

 на этой окружности. Что представляет собой множество середин хорд, высекаемых окружностью 
[image: image103.wmf]s

 на прямых, проходящих через точку 
[image: image104.wmf]A

? Сколько элементов имеет множество целых чисел, которые принадлежат промежутку: 

а) [6;8]; б) (-3;4); в) (3;4); 

г) (121;221); д) [-221;-121); 

е) (1,1;3,3); ж) [-5,2;6,7]; 

з) (-5,2; 6,7). 

7. Даны два множества 
[image: image105.wmf]U

 и 
[image: image106.wmf]V

. Определите, будет ли какое-нибудь из них подмножеством другого множества, если 

а) 
[image: image107.wmf]U

 — множество всех натуральных четных чисел, 
[image: image108.wmf]V

 — множество всех чисел, кратных 4; 

б) 
[image: image109.wmf]U

 — множество всех конечных десятичных дробей, 
[image: image110.wmf]V

 — множество всех дробей вида 
[image: image111.wmf]1
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, где 
[image: image112.wmf]k

 — натуральное; 

в) 
[image: image113.wmf]U

 — множество решений неравенства 
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, 
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 — множество решений неравенства 
[image: image116.wmf]19961995
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г) 
[image: image117.wmf]U

 — множество всех точек заданного треугольника 
[image: image118.wmf]ABC

, лежащих вне описанной около него окружности, 
[image: image119.wmf]V

 — множество всех вершин этого треугольника; 

д)
[image: image120.wmf]**

 
[image: image121.wmf]U

 — множество центров окружностей, касающихся двух соседних сторон заданного ромба; 
[image: image122.wmf]V

 — множество точек диагоналей этого ромба; 

е) 
[image: image123.wmf]U

 — множество учеников класса, имеющих оценки 5 по математике; 
[image: image124.wmf]V

 – - множество учеников этого же класса, имеющих оценки 5 по математике и по литературе; 

ж) 
[image: image125.wmf]U

 — множество центров окружностей, касающихся обеих сторон заданного угла 
[image: image126.wmf]a

, 
[image: image127.wmf]V

 — множество точек биссектрисы угла 
[image: image128.wmf]a

. 

8. Покажите, что два множества 
[image: image129.wmf]A

 и 
[image: image130.wmf]B

 равны тогда и только тогда, когда каждое из них является подмножеством другого множества. 

Ответы и указания
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