Тема 4. Метрические соотношения в треугольнике
09-04-04. Скалярное произведение векторов
Теория

4.1. В восьмом классе мы начали изучение векторов на плоскости. Напомним, что с помощью прямоугольной системы координат по простым правилам определяются операции сложения векторов и умножения вектора на число. А именно, если 
[image: image1.wmf]11

(;),

axy

=

r

 
[image: image2.wmf]22

(;)

bxy

=

r

 и t - действительное число, то
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Геометрический смысл этих операций удается использовать при решении некоторых задач планиметрии.

4.2. Для более широкого применения векторов помимо сложения векторов и умножения вектора на число вводится новая операция -  скалярное произведение векторов}. Определим эту операцию через координаты векторов в прямоугольной системе координат.

Скалярным произведением двух векторов 
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называется число, равное 
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Скалярное произведение векторов 
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обозначается 
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. Таким образом, если 
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Пример 1. Пусть в прямоугольной системе координат с началом O точки  и N имеют координаты M(-2;3), N(2;1) (рисунок 1). Тогда 
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Обратим внимание на следующее отличие скалярного произведения векторов от суммы векторов. А именно, если сумма векторов есть также вектор, то скалярное произведение векторов - это не вектор, а число. Поэтому при действиях с векторами следует четко различать, где появляются векторы, а где - числа.

4.3. Скалярное произведение векторов имеет следующие основные свойства.
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Эти свойства нетрудно доказать. Например, докажем третье свойство.

Пусть 
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С другой стороны, 
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Таким образом, равенство 
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 доказано.

4.4. Основные свойства скалярного произведения позволяют производить преобразования, частично похожие на действия с числами.

Пример 2. Докажем, что 
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Доказательство. Разность 
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 можно представить в виде
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Поэтому 
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Далее имеем 
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 (по третьему свойству)
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 (по первому свойству)
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 (по второму свойству)
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 (по третьему свойству)
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 (по второму и первому свойствам)
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4.5. Скалярное произведение векторов имеет большое значение благодаря своим геометрическим свойствам. Сначала рассмотрим свойства скалярного произведения векторов, связанных с одной точкой. В этом пункте рассмотрим скалярное произведение вектора на себя.

Пусть 
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, где A(m;n), B(p;q). Тогда вектор 
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 имеет координаты (p-m;q-n). Отсюда по определению скалярного произведения 
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Вспомним, что длина вектора 
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, равная длине отрезка AB, вычисляется по формуле
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Возведя обе части этого равенства в квадрат, получаем
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откуда 
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Таким образом, скалярное произведение 
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 - это число, равное квадрату длины вектора 
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Иногда скалярное произведение 
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 для  краткости обозначают как 
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Пример 3. В координатной плоскости треугольник ABC имеет вершины A(-3;-2), B(6;1), C(-2;5). Точка D расположена на  стороне  BC, причем  BD:DC=1:3. Найти длину отрезка AD.

Решение. Из условия  следует,  что  
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. Зная координаты точек A, B, C можно вычислить координаты вектора 
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Так как 
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Ответ: 
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4.6. Прежде чем установить геометрический смысл скалярного произведения введем понятие угла между ненулевыми векторами, связанными с одной точкой.

Углом между ненулевыми векторами 
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 называется угол между лучами AB и AC.}

В частности, когда векторы 
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 сонаправлены, точки B и C лежат на одном луче с началом A. Поэтому угол между такими векторами имеет величину 
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В случае, когда векторы 
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  противоположно направлены, лучи AB и AC образуют развернутый угол. Величина угла между такими векторами равна 
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В остальных случаях величина угла между двумя ненулевыми векторами принимает значение из промежутка 
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4.7. Пусть точки A, B, C не лежат на одной прямой. Рассмотрим треугольник ABC (рисунок 3) и по теореме косинусов запишем равенство
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После  этого  рассмотрим  векторы 
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где 
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 есть  угол  между   векторами 
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(3) 
Из равенств (2) и (3) следует
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Таким образом, мы доказали, что когда 
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 неколлинеарны, скалярное произведение векторов 
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 равно произведению длин этих векторов на косинус угла между ними.

Пусть теперь ненулевые векторы 
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коллинеарны, то есть 
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При t>0 векторы 
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При t<0 векторы 
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 противоположно направлены, величина угла между ними равна 
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В результате рассмотрены все возможные случаи и доказана следующая теорема.

Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно произведению длин этих векторов на косинус угла между ними.

Пример 4. В координатной плоскости треугольник ABC имеет вершины A(-3;4), B(2;1), C(1;-4) (рисунок 5). Найти косинус угла ABC.

Решение. Обозначим 
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Так как  
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Ответ: 
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4.8.* Равные векторы имеют равные координаты. Это свойство позволяет определить скалярное произведение двух векторов, связанных с различными точками.

Скалярным произведением векторов 
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 называется скалярное произведение равных им векторов, связанных с одной точкой.

Для того, чтобы придать скалярному произведению геометрический смысл, определяют величину угла между произвольными ненулевыми векторами.

Величиной угла  между  двумя ненулевыми   векторами
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 называется величина угла между равными им векторами, связанными с одной точкой.

Иногда величину угла между векторами 
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Из независимости скалярного произведения от выбора начала для векторов, равных заданным, вытекает и независимость величины угла от выбора начала.

Пример 5. В координатной плоскости треугольник ABC имеет вершины A(2;4), B(4;-2), C(-6;0). Найти косинус угла между медианами BK и  CL треугольника ABC (рисунок 6).

Решение. Точка K - середина отрезка AC. Поэтому K имеет координаты 
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Аналогично, середина L отрезка AB имеет координаты 
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Пусть 
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Так как 
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Ответ: 
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4.9. В геометрии важную роль играет понятие перпендикулярности. В связи с этим большое значение имеет связь между перпендикулярностью двух векторов и их скалярным произведением. 

Два ненулевых вектора перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю. 

Доказательство. Пусть 
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Пример 6. В квадрате 
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 точка 
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 — середина стороны 
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Решение. Обозначим через 
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 длину стороны квадрата. Введем прямоугольную систему координат с началом 
[image: image157.wmf]A

, направив ось 
[image: image158.wmf]Ox

 вдоль 
[image: image159.wmf]AD

, ось 
[image: image160.wmf]Oy

 вдоль 
[image: image161.wmf]AB

. Тогда 
[image: image162.wmf](00)

A

;

, 
[image: image163.wmf](0)

Ba

;

, 
[image: image164.wmf]()

Caa

;

, 
[image: image165.wmf](0)

Da

;

. Так как 
[image: image166.wmf]1

2

AMAB

=

uuuuruuur

, то 
[image: image167.wmf](

)

2

0

a

M

;

; так как 
[image: image168.wmf]3

4

AKAC

=

uuuruuur

, то 
[image: image169.wmf](

)

33

44

Kaa

;

. Следовательно, 



[image: image170.wmf]333
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[image: image171.wmf]333
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Поэтому 
[image: image172.wmf](

)
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uuuuruuur

. 

Так как скалярное произведение векторов 
[image: image173.wmf]KM

uuuur

 и 
[image: image174.wmf]KD

uuur

 равно нулю, то эти векторы перпендикулярны, а значит 
[image: image175.wmf]90

MKD

Ð=

o

. 

Контрольные вопросы

1. Как определяется сумма векторов через их координаты?
2. Как вы понимаете "правило параллелограмма" сложения векторов?

3. Как вы понимаете "правило треугольника" сложения векторов?
4. Как определяется произведение вектора на число через координаты этого вектора?

5. Какие векторы называются коллинеарными?

6. Как определяется скалярное произведение векторов через их координаты?

7. Сформулируйте основные свойства скалярного произведения.

8. Как с помощью скалярного произведения определить длину вектора?

9. Как определяется угол между ненулевыми векторами?

10. Как вычислить скалярное произведение двух векторов, если известны длины этих векторов и угол между ними?

11. Сформулируйте необходимое и достаточное условие перпендикулярности двух ненулевых векторов с помощью скалярного произведения.

Задачи и упражнения
1. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image176.wmf]A

 и 
[image: image177.wmf]B

 и точка 
[image: image178.wmf]C

 лежит на отрезке 
[image: image179.wmf]AB

. Найдите координаты точки 
[image: image180.wmf]C

, если: 

а) 
[image: image181.wmf](35)

A

;

, 
[image: image182.wmf](62)

B

;

 и 
[image: image183.wmf]32

ACCB

:=:

; 

б) 
[image: image184.wmf](17)

A

-;

, 
[image: image185.wmf](31)

B

;-

 и 
[image: image186.wmf]37

ACAB

:=:

; 

в) 
[image: image187.wmf](52)

A

-;-

, 
[image: image188.wmf](14)

B

-;-

 и 
[image: image189.wmf]15

BCAC

:=:

; 

г) 
[image: image190.wmf](42)

A

;

, 
[image: image191.wmf](28)

B

;-

 и 
[image: image192.wmf]57

ACCB

:=:

. 

2. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image193.wmf]A

, 
[image: image194.wmf]B

 и 
[image: image195.wmf]C

. Найдите координаты точки пересечения медиан треугольника 
[image: image196.wmf]ABC

, если: 

а) 
[image: image197.wmf](52)

A

;

, 
[image: image198.wmf](13)

B

-;

, 
[image: image199.wmf](27)

C

;

; 

б) 
[image: image200.wmf](41)

A

;-

, 
[image: image201.wmf](33)

B

-;-

, 
[image: image202.wmf](115)

C

;-

. 

3. * На координатной плоскости заданы точки   
[image: image203.wmf](21)

A

-;

,   
[image: image204.wmf](44)

B

;

,   
[image: image205.wmf](13)

C

;-

. Точка 
[image: image206.wmf]N

 — середина отрезка 
[image: image207.wmf]AC

, точка 
[image: image208.wmf]M

 на отрезке 
[image: image209.wmf]AB

 расположена так, что 
[image: image210.wmf]21

AMMB

:=:

. Найдите координаты точки пересечения отрезков 
[image: image211.wmf]CM

 и 
[image: image212.wmf]BN

. 

4.*  На координатной плоскости заданы точки   
[image: image213.wmf](12)

A

;-

,   
[image: image214.wmf](14)

B

-;

,   
[image: image215.wmf](31)

C

-;-

. Точка 
[image: image216.wmf]M

 на продолжении отрезка 
[image: image217.wmf]AB

 и 
[image: image218.wmf]N

 на продолжении отрезка 
[image: image219.wmf]BC

 расположены так, что 
[image: image220.wmf]BMAB

=

, 
[image: image221.wmf]1

2

CNBC

=

. Найдите координаты точки пересечения прямых 
[image: image222.wmf]AC

 и 
[image: image223.wmf]MN

. 

5. Вычислите скалярное произведение векторов 
[image: image224.wmf]a

r

 и 
[image: image225.wmf]b

r

: 

а) 
[image: image226.wmf]3

1

42
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a

=;-

r

, 
[image: image227.wmf]2

3

(3)

b

=-;-

r

; 

б) 
[image: image228.wmf](3123)

a

=-;+

r

, 
[image: image229.wmf](3123)

b

=+;-

r

; 

в)
[image: image230.wmf]*

 
[image: image231.wmf](223532)

a

=-;+

r

, 
[image: image232.wmf](532223)

b

=-;+

r

; 

г)
[image: image233.wmf]**

 
[image: image234.wmf]33

3
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a

=++;+

r

, 
[image: image235.wmf]3

33

(21139)

b

=-;-+

r

. 

6. * Докажите, что: 

а) 
[image: image236.wmf]2

2
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r
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; 

б) 
[image: image237.wmf]22
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[image: image238.wmf]2
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7. Вершины треугольника имеют координаты   
[image: image239.wmf](12)

A

-;

,   
[image: image240.wmf](54)

B

;

,   
[image: image241.wmf](32)

C

;-

. Найдите длины медиан треугольника. 

8. Вершины треугольника 
[image: image242.wmf]ABC

 имеют координаты 
[image: image243.wmf](53)

A

;

, 
[image: image244.wmf](12)

B

-;

, 
[image: image245.wmf](78)

C

-;-

. Найдите расстояния от вершин треугольника до его точки пересечения медиан. 

9. Вершины треугольника 
[image: image246.wmf]ABC

 имеют координаты   
[image: image247.wmf](12)

A

;

,   
[image: image248.wmf](43)

B

;

,   
[image: image249.wmf](26)

C

-;

. Точки 
[image: image250.wmf]M

 и 
[image: image251.wmf]N

 на стороне 
[image: image252.wmf]BC

 расположены так, что 
[image: image253.wmf]BMMNNC

==

. Найдите 
[image: image254.wmf]AM

 и 
[image: image255.wmf]AN

. 

10. ** Вершины  треугольника  
[image: image256.wmf]ABC

  имеют  координаты   
[image: image257.wmf](31)

A

-;-

,   
[image: image258.wmf](52)

B

;-

,   
[image: image259.wmf](28)

C

;

. На сторонах 
[image: image260.wmf]AB

, 
[image: image261.wmf]BC

 и 
[image: image262.wmf]AC

 выбраны соответственно точки 
[image: image263.wmf]M

, 
[image: image264.wmf]N

 и 
[image: image265.wmf]K

 так, что 



[image: image266.wmf]12

AMMBBNNCCKKA

:=:=:=:.


Отрезки 
[image: image267.wmf]AN

 и 
[image: image268.wmf]BK

 пересекаются в точке 
[image: image269.wmf]P

, отрезки 
[image: image270.wmf]BK

 и 
[image: image271.wmf]CM

 — в точке 
[image: image272.wmf]Q

, отрезки 
[image: image273.wmf]CM

 и 
[image: image274.wmf]AN

 — в точке 
[image: image275.wmf]R

. Найдите стороны треугольника 
[image: image276.wmf]PQR

. 

11. В треугольнике 
[image: image277.wmf]ABC

 найдите косинус угла 
[image: image278.wmf]ACB

, если: 

	а) 
[image: image279.wmf](23)

A

;

, 
[image: image280.wmf](31)

B

-;-

, 
[image: image281.wmf](15)

C

;-

; 
	б) 
[image: image282.wmf](33)

A

-;

, 
[image: image283.wmf](51)

B

;

, 
[image: image284.wmf](21)

C

-;-

; 

	в) 
[image: image285.wmf](11)

A

-;-

, 
[image: image286.wmf](81)

B

-;

, 
[image: image287.wmf](42)

C

-;

; 
	г) 
[image: image288.wmf](31)

A

-;-

, 
[image: image289.wmf](11)

B

-;

, 
[image: image290.wmf](52)

C

;

. 


12. Вершины треугольника 
[image: image291.wmf]ABC

 имеют координаты 
[image: image292.wmf](15)

A

-;

, 
[image: image293.wmf](11)

B

;

, 
[image: image294.wmf](53)

C

;

. Найдите косинусы углов между медианой 
[image: image295.wmf]AM

 и сторонами 
[image: image296.wmf]AB

 и 
[image: image297.wmf]AC

. 

13. Вершины треугольника   
[image: image298.wmf]ABC

   имеют координаты   
[image: image299.wmf](21)

A

-;

,   
[image: image300.wmf](15)

B

-;

, 
[image: image301.wmf](33)

C

;-

. Точки 
[image: image302.wmf]M

 и 
[image: image303.wmf]N

 на стороне 
[image: image304.wmf]BC

 расположены так, что 
[image: image305.wmf]1

4

BMCNBC

==

. Найдите косинус угла 
[image: image306.wmf]MAN

. 

14. * Вершины треугольника 
[image: image307.wmf]ABC

 имеют координаты 
[image: image308.wmf](26)

A

;

, 
[image: image309.wmf](84)

B

-;

, 
[image: image310.wmf](42)

C

;-

. Найдите косинус угла между медианой 
[image: image311.wmf]AM

 и стороной 
[image: image312.wmf]BC

. 

15.**  Известно, что 
[image: image313.wmf]3

a

||=

r

, 
[image: image314.wmf]4

b

||=

r

 и угол между векторами 
[image: image315.wmf]a

r

 и 
[image: image316.wmf]b

r

 равен 
[image: image317.wmf]120

o

. Найдите угол между векторами 
[image: image318.wmf]32

mab

=+

r

rr

 и 
[image: image319.wmf]2

nab

=-

r

rr

. 

16. ** Внутри прямоугольника   
[image: image320.wmf]ABCD

   со сторонами   
[image: image321.wmf]23

AB

=

,   
[image: image322.wmf]1

BC

=

 точка 
[image: image323.wmf]M

 выбрана так, что треугольник 
[image: image324.wmf]AMD

 равносторонний. Найдите косинус угла 
[image: image325.wmf]AMB

. 

17.** Внутри   квадрата   
[image: image326.wmf]ABCD

   точка   
[image: image327.wmf]P

   bap‘m‘   так,   что   
[image: image328.wmf]123

APBPCP

::=::

. Докажите что 
[image: image329.wmf]135

APB

Ð=

o

. 

18. Известно, что векторы 
[image: image330.wmf]a

r

, 
[image: image331.wmf]b

r

 неколлинеарны и 
[image: image332.wmf]ab

||=||

r

r

. Докажите, что векторы 
[image: image333.wmf]mab

=+

r

rr

 и 
[image: image334.wmf]nab

=-

r

rr

 перпендикулярны. 

19.* Известно, что векторы 
[image: image335.wmf](1)

mx

=;

r

 и 
[image: image336.wmf](4)

ny

=;

r

 имеют равную длину и перпендикулярны. Найдите значения 
[image: image337.wmf]x

 и 
[image: image338.wmf]y

. 

20.* В квадрате 
[image: image339.wmf]ABCD

 со стороной 
[image: image340.wmf]a

 на сторонах 
[image: image341.wmf]AB

, 
[image: image342.wmf]BC

, 
[image: image343.wmf]CD

, 
[image: image344.wmf]AD

 выбраны   соответственно точки 
[image: image345.wmf]M

,   
[image: image346.wmf]N

,   
[image: image347.wmf]K

,   
[image: image348.wmf]L

   так,   что   
[image: image349.wmf]1

2

AMCKBNDLa

+=+=

. Докажите, что отрезки 
[image: image350.wmf]MK

 и 
[image: image351.wmf]NL

 перпендикулярны. 

21.* Из точки 
[image: image352.wmf]A

 к прямой 
[image: image353.wmf]BC

 проводится перпендикуляр 
[image: image354.wmf]AH

. Найдите координаты основания 
[image: image355.wmf]H

 перпендикуляра, если: 

а) 
[image: image356.wmf](23)

A

-;

, 
[image: image357.wmf](12)

B

-;-

, 
[image: image358.wmf](14)

C

;

; 

б) 
[image: image359.wmf](41)

A

;-

, 
[image: image360.wmf](31)

B

-;

, 
[image: image361.wmf](55)

C

;

; 

в) 
[image: image362.wmf](24)

A

;

, 
[image: image363.wmf](15)

B

;-

, 
[image: image364.wmf](11)

C

-;

; 

г) 
[image: image365.wmf](41)

A

;

, 
[image: image366.wmf](42)

B

-;-

, 
[image: image367.wmf](03)

C

;-

. 
Ответы и указания

Задача 1. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image368.wmf]A

 и 
[image: image369.wmf]B

 и точка 
[image: image370.wmf]C

 лежит на отрезке 
[image: image371.wmf]AB

. Найдите координаты точки 
[image: image372.wmf]C

, если: 
а) 
[image: image373.wmf](35)

A

;

, 
[image: image374.wmf](62)

B

;

 и 
[image: image375.wmf]32

ACCB

:=:

; 
б) 
[image: image376.wmf](17)

A

-;

, 
[image: image377.wmf](31)

B

;-

 и 
[image: image378.wmf]37

ACAB

:=:

; 
в) 
[image: image379.wmf](52)

A

-;-

, 
[image: image380.wmf](14)

B

-;-

 и 
[image: image381.wmf]15

BCAC

:=:

; 
г) 
[image: image382.wmf](42)

A

;

, 
[image: image383.wmf](28)

B

;-

 и 
[image: image384.wmf]57

ACCB

:=:

. 

Указание. а) Пусть 
[image: image385.wmf]O

 — начало координат. 



[image: image386.wmf]3
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[image: image387.wmf]3992416
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Так как координаты точки 
[image: image388.wmf]C

 равны координатам вектора 
[image: image389.wmf]OC

uuur

, то 
[image: image390.wmf](

)

16

24

55

C

;

. 

В остальных пунктах задачи решаются аналогично. 

Задача 2. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image391.wmf]A

, 
[image: image392.wmf]B

 и 
[image: image393.wmf]C

. Найдите координаты точки пересечения медиан треугольника 
[image: image394.wmf]ABC

, если: 
а) 
[image: image395.wmf](52)

A

;

, 
[image: image396.wmf](13)

B

-;

, 
[image: image397.wmf](27)

C

;

; 
б) 
[image: image398.wmf](41)

A

;-

, 
[image: image399.wmf](33)

B

-;-

, 
[image: image400.wmf](115)

C

;-

. 

Указание. Пусть 
[image: image401.wmf]O

 — начало координат, точка 
[image: image402.wmf]M

 — точка пересечения медиан треугольника 
[image: image403.wmf]ABC

. Тогда 
[image: image404.wmf](
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OMOAOBtarrowOC
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. 

Задача 3
[image: image405.wmf]*

. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image406.wmf](21)

A

-;

, 
[image: image407.wmf](44)

B

;

, 
[image: image408.wmf](13)

C

;-

. Точка 
[image: image409.wmf]N

 — середина отрезка 
[image: image410.wmf]AC

, точка 
[image: image411.wmf]M

 на отрезке 
[image: image412.wmf]AB

 расположена так, что 
[image: image413.wmf]21

AMMB

:=:

. Найдите координаты точки пересечения отрезков 
[image: image414.wmf]CM

 и 
[image: image415.wmf]BN

. 

Указание. Пусть 
[image: image416.wmf]O

 — начало координат, 
[image: image417.wmf]P

 — точка пересечения отрезков 
[image: image418.wmf]BN

 и 
[image: image419.wmf]CM

. Сначала находим координаты точек 
[image: image420.wmf]M

 и 
[image: image421.wmf]N

: 
[image: image422.wmf]2

3

(23)

OMOAAB
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, 
[image: image423.wmf](
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22
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. Так как точка 
[image: image424.wmf]P

 является пересечением отрезков 
[image: image425.wmf]BN

 и 
[image: image426.wmf]CM

, то 
[image: image427.wmf]OPOCxCM
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uuuruuuruuuur

 , 
[image: image428.wmf]OPOByBN

=+

uuuruuuruuur

 , где 
[image: image429.wmf]x

, 
[image: image430.wmf]y

 — неизвестные числа. В результате получаем равенство 


[image: image431.wmf]OCxCMOByBN
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 или 
[image: image432.wmf](
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xy
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, 

откуда 
[image: image433.wmf]9

2

14

xy
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, 
[image: image434.wmf]3645

xy

-+=-

, 
[image: image435.wmf]3

4

x

=

, 
[image: image436.wmf]1
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y

=

, 
[image: image437.wmf](
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, 
[image: image438.wmf](

)
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42
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. 

Задача 4
[image: image439.wmf]*

. На координатной плоскости заданы точки 
[image: image440.wmf](12)

A

;-

, 
[image: image441.wmf](14)

B

-;

, 
[image: image442.wmf](31)

C

-;-

. Точка 
[image: image443.wmf]M

 на продолжении отрезка 
[image: image444.wmf]AB

 и 
[image: image445.wmf]N

 на продолжении  отрезка  
[image: image446.wmf]BC

  расположены  так,  что  
[image: image447.wmf]BMAB

=

,  
[image: image448.wmf]1

2

CNBC
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. Найдите координаты точки пересечения прямых 
[image: image449.wmf]AC

 и 
[image: image450.wmf]MN

. 

Указание. Смотрите указание к задаче 3
[image: image451.wmf]*

. 

Задача 5. Вычислите скалярное произведение векторов 
[image: image452.wmf]a

r

 и 
[image: image453.wmf]b

r

: 
г)
[image: image454.wmf]**

 
[image: image455.wmf]33

3

(12413)

a

=++;+

r

, 
[image: image456.wmf]3
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Указание. Воспользоваться формулой 
[image: image457.wmf]3322
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Задача 10
[image: image458.wmf]**

. Вершины треугольника 
[image: image459.wmf]ABC

 имеют координаты 
[image: image460.wmf](31)

A

-;-

, 
[image: image461.wmf](52)

B

;-

, 
[image: image462.wmf](28)

C

;

. На сторонах 
[image: image463.wmf]AB

, 
[image: image464.wmf]BC

 и 
[image: image465.wmf]AC

 выбраны соответственно точки 
[image: image466.wmf]M

, 
[image: image467.wmf]N

 и 
[image: image468.wmf]K

 так, что 


[image: image469.wmf]12
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Отрезки 
[image: image470.wmf]AN

 и 
[image: image471.wmf]BK

 пересекаются в точке 
[image: image472.wmf]P

, отрезки 
[image: image473.wmf]BK

 и 
[image: image474.wmf]CM

 — в точке 
[image: image475.wmf]Q

, отрезки 
[image: image476.wmf]CM

 и 
[image: image477.wmf]AN

 — в точке 
[image: image478.wmf]R

. Найдите стороны треугольника 
[image: image479.wmf]PQR

. 

Указание. Смотрите указание к задаче 3
[image: image480.wmf]*

. 

Задача 14
[image: image481.wmf]*

. Вершины треугольника 
[image: image482.wmf]ABC

 имеют координаты 
[image: image483.wmf](26)
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;

, 
[image: image484.wmf](84)

B
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, 
[image: image485.wmf](42)

C
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. Найдите косинус угла между медианой 
[image: image486.wmf]AM

 и стороной 
[image: image487.wmf]BC

. 

Указание. Сначала вычислить косинус угла между векторами 
[image: image488.wmf]AM

uuuur

 и 
[image: image489.wmf]BC

uuur

. Косинус угла между медианой 
[image: image490.wmf]AM

 и стороной 
[image: image491.wmf]BC

 равен модулю получившегося значения. 

Задача 15
[image: image492.wmf]**

. Известно, что 
[image: image493.wmf]3
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, 
[image: image494.wmf]4
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 и угол между векторами 
[image: image495.wmf]a
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 и 
[image: image496.wmf]b
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 равен 
[image: image497.wmf]120
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. Найдите угол между векторами 
[image: image498.wmf]32

mab

=+

r

rr

 и 
[image: image499.wmf]2
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Указание. Из условия следует, что 
[image: image500.wmf]2
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, 
[image: image501.wmf]2
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[image: image502.wmf]6
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. Поэтому 
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Если 
[image: image506.wmf]j

 — угол между векторами 
[image: image507.wmf]m
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 и 
[image: image508.wmf]n
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, то 
[image: image509.wmf]13
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Задача 16
[image: image510.wmf]**

. Внутри  прямоугольника  
[image: image511.wmf]ABCD

  со  сторонами  
[image: image512.wmf]23
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, 
[image: image513.wmf]1

BC
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 точка 
[image: image514.wmf]M

 выбрана так, что треугольник 
[image: image515.wmf]AMD

 равносторонний. Найдите косинус угла 
[image: image516.wmf]AMB

.  

Указание. Выберем  прямоугольную систему  координат  так,  что  
[image: image517.wmf](00)
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,  
[image: image518.wmf](023)

B
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, 
[image: image519.wmf](123)

C
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, 
[image: image520.wmf](10)
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 (рис. 1). Пусть 
[image: image521.wmf]()
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. Тогда 
[image: image522.wmf]0
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откуда 
[image: image525.wmf]1
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[image: image526.wmf]3
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[image: image527.wmf](
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Задача 17
[image: image534.wmf]**

. Внутри квадрата 
[image: image535.wmf]ABCD

 точка 
[image: image536.wmf]P

 выбрана так, что 
[image: image537.wmf]123
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[image: image538.wmf]135

APB

Ð=

o

. 

Указание. Выберем  прямоугольную систему координат так, что 
[image: image539.wmf](00)
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, 
[image: image540.wmf](0)
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, 
[image: image541.wmf]()
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, 
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 (рис. 2). Пусть 
[image: image543.wmf]()
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. Тогда 
[image: image544.wmf]222
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[image: image545.wmf]222

()

BPman

=+-

, 
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Так как 
[image: image551.wmf]2
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[image: image552.wmf]22
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[image: image553.wmf]2222
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[image: image554.wmf]222
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Вычитая из второго уравнения первое, получаем 
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. Подставляя в первое уравнение системы, получаем 
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[image: image559.wmf]22
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Так как 
[image: image560.wmf]0
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, то отсюда 
[image: image561.wmf]132
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Следовательно,  можно  находить  косинус  угла  
[image: image565.wmf]j

  между  векторами  
[image: image566.wmf]524132
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Задача имеет также геометрическое решение, которое не такое громоздкое, как приведенное решение с векторами. 

Задача 20
[image: image572.wmf]*

. В квадрате 
[image: image573.wmf]ABCD

 со стороной 
[image: image574.wmf]a

 на сторонах 
[image: image575.wmf]AB

, 
[image: image576.wmf]BC

, 
[image: image577.wmf]CD

, 
[image: image578.wmf]AD

  выбраны  соответственно точки 
[image: image579.wmf]M

, 
[image: image580.wmf]N

, 
[image: image581.wmf]K

, 
[image: image582.wmf]L

 так, что 
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Докажите, что отрезки 
[image: image584.wmf]MK

 и 
[image: image585.wmf]NL

 перпендикулярны. 

Указание. Пусть 
[image: image586.wmf]E

, 
[image: image587.wmf]F

 — середины  сторон  
[image: image588.wmf]AB

  и  
[image: image589.wmf]AD

  (рис. 3).  Из  условия следует, что 
[image: image590.wmf]MKCE
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, 
[image: image591.wmf]NLBF
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. Доказать перпендикулярность отрезков 
[image: image592.wmf]BF

 и 
[image: image593.wmf]CE

 уже несложно. 

Задача 21
[image: image594.wmf]*

. Из точки 
[image: image595.wmf]A

 к прямой 
[image: image596.wmf]BC

 проводится перпендикуляр 
[image: image597.wmf]AH

. Найдите координаты основания 
[image: image598.wmf]H

 перпендикуляра, если: 
а) 
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Указание. а) Пусть 
[image: image611.wmf]O

 — начало координат. Так как точка 
[image: image612.wmf]H

 лежит на прямой 
[image: image613.wmf]BC

, то 
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Поэтому 
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В остальных пунктах б), в), г) задачи решаются аналогично. 
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