Тема 5. Числовые функции и некоторые кривые
В этой теме Вы продолжите изучение функциональной зависимости. Будут рассмотрены основные способы задания числовых функций: табличный, формульный, графический и некоторые основные классы функций: монотонные, четные, нечетные. 

09-05-01. Переменные и функции

Теория

1.1. Вы знаете, что решая задачи, связанные с любыми изменяющимися процессами, мы обязательно имеем дело с величинами, которые могут принимать различные значения. Например, для описания движения необходимо сразу несколько таких величин — время, скорость и пройденное расстояние. 
Величина, принимающая различные значения при изменении связанного с ней процесса, называется переменной величиной или просто переменной. 

Есть еще одна важная причина, заставляющая нас использовать переменные величины. Пусть имеется множество 
[image: image1.wmf]A

, и мы хотим высказать утверждение, относящееся сразу ко всем элементам этого множества. Спрашивается, как это сделать, если элементов очень много? Может быть, их даже бесконечно много, поэтому утверждение невозможно высказать для каждого элемента в отдельности. Это затруднение можно преодолеть благодаря использованию символов, обозначающих любой элемент множества 
[image: image2.wmf]A

. Такие символы, вместо которых можно подставлять любые элементы данного множества, также принято называть переменными. 

Например, общая формула четных чисел имеет вид 
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n

. Здесь 
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 — переменная, обозначающая целое число. Если вместо 
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 подставить любое целое значение, то 
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 будет четно. Наоборот, если взять произвольное четное число, то оно обязательно представляется числом вида 
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 при некотором целом 
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. Так с помощью переменной 
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 удается описать все множество четных чисел, несмотря на то, что оно бесконечно и перебрать все его элементы невозможно. 

Еще один наглядный пример дает известная декартова система координат. Каждой точке на плоскости соответствует пара чисел 
[image: image10.wmf]()
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, первое из которых –абсцисса, а второе — ордината данной точки. Обратно, какие бы числовые значения 
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 и 
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 мы ни взяли, на плоскости найдется единственная точка с такими координатами. Следовательно, всю плоскость можно описать при помощи двух переменных 
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 и 
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, принимающих независимо друг от друга произвольные числовые значения. 

Мы будем иметь дело в основном с числовыми переменными. Однако не следует думать, что все переменные таковы. Например, цвет является переменной, принимающей такие значения как красный, синий, зеленый и так далее. Большинству людей знакомы всего несколько значений этой переменной. Гораздо больше цветов различают художники, фотографы, полиграфисты, но и они не в состоянии дать названия всем оттенкам. Именно поэтому и возникло обобщающее понятие “цвет”. Оно означает любой существенный оттенок независимо от того, придумано для него название или нет. 

Множество значений, которые может принимать переменная, называют иногда ее областью значений. В приведенных выше примерах область значений переменной 
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 –множество целых чисел, переменных 
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 и 
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 –множество всех чисел, переменной “цвет” –множество всех оттенков. 

1.2. Когда две или несколько переменных связаны с описанием одного объекта, процесса, или явления, то они как правило не являются независимыми. Изменение одной из них приводит к определенным изменениям других. Некоторые зависимости вам хорошо известны. Например, зависимость между скоростью и временем при движении по одному и тому же маршруту, или зависимость между производительностью труда и объемом продукции, произведенной в течение рабочего дня. 

Открытие и изучение тех или иных зависимостей, играющих важную роль в природе и обществе, составляет основную задачу науки. Особое значение принадлежит здесь математике, изучающей общие свойства целых классов зависимостей. Один из главных типов рассматриваемых в математике зависимостей — так называемая функциональная зависимость. 

Функциональной зависимостью или функцией называется правило или закон, сопоставляющий каждому элементу некоторого множества 
[image: image18.wmf]A

 элемент другого множества 
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. 
Множество 
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, элементам которого что-то сопоставляется, называется областью определения функции, а про множество 
[image: image21.wmf]B

 говорят, что ему принадлежат значения функции. Мы ограничимся рассмотрением таких функций, для которых 
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 и 
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 — числовые множества. 

Для описания функций удобно использовать переменные величины. Пусть переменная 
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 обозначает элементы множества 
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, а 
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 — элементы 
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. Так как 
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 может произвольно принимать любые значения из области определения функции, то эта переменная называется независимой или аргументом. Переменная 
[image: image29.wmf]y

 уже не является независимой, она находится по 
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 с помощью правила, о котором говорится в определении функции. 

Само правило тоже можно как-нибудь обозначить. Чаще всего для этого используют букву, например, 
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. Тогда тот факт, что числу 
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 сопоставлено число 
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, запишется так: 
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При этом говорят, что 
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 является значением данной функции на элементе 
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 или в точке 
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. 

Иногда для обозначения правила используют стрелку 
[image: image38.wmf]®

. В этом случае соответствие между переменными 
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 и 
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 можно записать в виде 
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Существенно, что правило должно быть таким, чтобы при каждом фиксированном 
[image: image42.wmf]x

 соответствующее значение 
[image: image43.wmf]y

 определялось однозначно. Например, правило, сопоставляющее каждому числу 
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 его квадрат: 
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является функцией. Здесь 
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 вычисляется по 
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 единственным способом. 

Наоборот, правило, сопоставляющее каждому положительному числу квадратный корень из него, допускает двоякое толкование, так как из каждого положительного числа извлекается по крайней мере два квадратных корня — положительный и отрицательный. Если это правило ничего дополнительно не утверждает о знаке корня, то оно функцией не является. 

Заметим, что определение функции не запрещает сопоставлять разным значениям 
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 одинаковые значения 
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. Так именно и происходит в примере с функцией 
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 – числам 
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 и 
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 соответствует одно и то же 
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. Можно вообще сопоставить всем значениям аргумента один и тот же число элемент, тогда получится так называемая постоянная функция, принимающая одно-единственное значение. 

1.3. Вы уже знакомы с линейной функцией 
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, с квадратным трехчленом 
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, с функцией 
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 (целая часть числа 
[image: image57.wmf]x

) и с некоторыми другими функциями. Можно встретить также функции от двух, от трех и от большего числа переменных. Например, линейная функция от двух переменных 
[image: image58.wmf]x

 и 
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 имеет вид 
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Контрольные вопросы

1. Что такое область значений переменной? 

2. Что такое функция? 

3. Что называется областью определения функции? 

4. Какие примеры функций Вы знаете? 

Задачи и упражнения

1. С помощью переменной 
[image: image61.wmf]n

, обозначающей целое число, запишите: 

а) множество целых чисел, которые при делении на 3 дают остаток, равный 1; 

б) множество целых чисел, которые одновременно делятся на 2 и на 3; 

в) множество целых чисел, кратных 4 и 6; 

г) множество углов, кратных углу в 
[image: image62.wmf]30
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. 

Укажите, какая при этом получилась функция, ее область определения и область значений. 

2.* Вычислите значение функции 
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3.** Вершины квадрата занумерованы числами 1, 2, 3, 4 в положительном направлении обхода сторон. Пусть 
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 есть номер вершины, в которую переходит 
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-ая вершина при повороте квадрата относительно его центра на угол 
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. Вычислите значения функции 
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, 2, 3, 4. 

4. Вычислите значения функции: 

а) 
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5. Найдите область определения и множество значений функции: 

а) 
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6.* Найдите область определения и область значений функции: 

а) 
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7.* Чем отличается функция 
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 от функций 
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8. Как описать множество точек на плоскости, на которой функция 
[image: image94.wmf]2
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 принимает нулевое значение? 

Ответы и указания

Задача 2
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. Вычислите значение функции 
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Указание. По формуле суммы первых 
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 натуральных чисел имеем: 
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Задача 3
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. Вершины квадрата занумерованы числами 1, 2, 3, 4 в положительном направлении обхода сторон. Пусть 
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 есть номер вершины, в которую переходит 
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-я вершина при повороте квадрата относительно его центра на угол 
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Указание. Значение 
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 есть остаток при делении числа 
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 на 4, когда этот остаток не равен нулю, и 
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Задача 7
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. Чем отличается функция 
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Указание. Заданные функции различаются своими естественными областями определения: 
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 определена при всех 
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 определена при 
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