Тема 5. Числовые функции и некоторые кривые
09-05-03. Квадратичная функция и ее график
Теория

3.1. Посмотрим еще раз на графики, изображенные на рисунках 1 и 2. Нетрудно заметить существенную разницу между ними. В первом случае с возрастанием аргумента значения функции также возрастают. Вторая функция ведет себя совсем по-другому: в области отрицательных значений 
[image: image1.wmf]x

 кривая понижается с возрастанием аргумента, а в области положительных значений — наоборот поднимается. Свойство, отличающее первую кривую от второй, называют монотонностью. 

Функция 
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 называется возрастающей в области определения, если для любых значений 
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 из области определения выполнено неравенство 
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Заменив последнее неравенство противоположным 
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, мы получим определение убывающей функции: 

функция 
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 называется убывающей в области определения, если для любых значений 
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 из области определения выполнено неравенство 
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Если функция либо возрастает, либо убывает, то она называется монотонной. Прямая на рисунке 1 изображает монотонную функцию, а парабола (рисунок?) гипербола (рисунок 2) — немонотонные функции. 

Наряду с возрастающими и убывающими функциями, которые называют иногда монотонными в строгом смысле, существуют функции, монотонные в нестрогом смысле. Они называются неубывающими и невозрастающими соответственно. Определение неубывающей функции получается из определения возрастающей заменой строгого неравенства 
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 нестрогим 
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. Аналогично, если в определении убывающей функции заменить неравенство 
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, то получится определение невозрастающей функции. На рисунках 3 и 4 приведены примеры графиков неубывающей и невозрастающей функций. Интересно отметить, что постоянная функция является одновременно и невозрастающей, и неубывающей. 

3.2. Вновь обратимся к параболе на рисунке 1. Несмотря на то, что вся эта кривая целиком представляет немонотонную функцию, ее можно разрезать на части, каждая из которых является графиком монотонной функции. Часть параболы, расположенная в первой четверти является графиком возрастающей функции, а часть параболы во второй четверти — графиком убывающей. 

Гиперболу на рисунке 2 также можно представить в виде двух монотонных частей — правой и левой ветвей. Заметим, что ее ветви являются убывающими функциями, в то время как вся гипербола вообще немонотонна! В самом деле, если взять два значения 
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 и 
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 так, чтобы первое из них было отрицательным, а второе –положительным, то такие же знаки будут иметь и величины 
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 при всяком положительном 
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. Иными, словами, большему значению аргумента в данном случае отвечает большее значение функции, чего не может быть, если функция убывает. 

Наше наблюдение показывает, что немонотонная в целом функция может обладать свойствами монотонной, если говорить не о всей области определения, а лишь о некоторых содержащихся в ней промежутках. Такие промежутки называются промежутками монотонности. Для параболы и гиперболы промежутками монотонности являются лучи 
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 и 
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. Другие функции могут иметь больше промежутков монотонности. На рисунке 3 приведен график функции, имеющей три промежутка монотонности. 

Уже не раз упоминавшиеся парабола с уравнением 
[image: image20.wmf]2
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 и гипербола с уравнением 
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 замечательны тем, что они обладают определенной симметрией. Парабола симметрична относительно оси ординат, а гипербола — относительно начала координат. Эти свойства лежат в основе двух общих понятий — четности и нечетности. 

Функция 
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 называется четной, если для всякого числа 
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 из ее области определения выполняется утверждение: число 
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 также принадлежит области определения, причем 
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. 

Непосредственно из определения четной функции следует, что область определения четной функции симметрична относительно точки 
[image: image26.wmf]0

. Иными словами, если некоторое значение 
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 принадлежит области определения, то ей принадлежит и противоположное значение 
[image: image28.wmf]-

x
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График четной функции симметричен относительно оси 
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. Пусть, например, функция 
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 четна. Если точка 
[image: image31.wmf]()

;

xy

 принадлежит графику этой функции, то 
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. По определению 
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. Это означает, что точка 
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, симметричная 
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 относительно оси ординат, также лежит на графике. Следовательно, график четной функции симметричен относительно оси ординат. 

Верно также и обратное утверждение. Если график некоторой функции 
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 симметричен относительно оси ординат, то эта функция четна. В самом деле, возьмем какое-нибудь значение 
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 из области определения данной функции, положим 
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 и рассмотрим точку 
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. Если график симметричен относительно оси ординат, то точка с координатами 
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 также лежит на графике рисунок 3). Это означает, что число 
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 принадлежит области определения, причем 
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. Так как 
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 и выполняется определение четной функции. 

Теорема. Функция четна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно оси ординат. 

3.3. Рассмотрим теперь нечетную функцию 
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Непосредственно из определения следует, что область определения этой функции симметрична относительно точки 
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Если точка 
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 принадлежит графику функции 
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, то 
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. Из определения нечетной функции получаем, что тогда 
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. Это означает, что точка 
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, симметричная точке 
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 относительно начала координат, также лежит на графике. Следовательно, график нечетной функции симметричен относительно начала координат. 

Верно также и обратное утверждение. Если график некоторой функции симметричен относительно начала координат, то эта функция нечетна. В самом деле, возьмем какое-нибудь значение 
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 из области определения данной функции, положим 
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 и рассмотрим точку 
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. Если график симметричен относительно начала координат, то точка с координатами 
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 также лежит на графике (рисунок 3). Это означает, что число 
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 принадлежит области определения, причем 
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. Значит, выполняется определение нечетной функции. 

В итоге мы доказали следующую теорему. 

Теорема. Функция нечетна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно начала координат. 

3.4.** Не следует думать, что всякая функция либо четна, либо нечетна. Как правило, произвольно взятая функция не будет ни четной, ни нечетной, так как ее график не обязан обладать какой-либо симметрией. Тем не менее,

всякая функция, имеющая симметричную относительно точки 
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 область определения, может быть представлена в виде суммы четной и нечетной функций. 

Например, всюду определенную функцию 
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 можно представить в виде 
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Первое слагаемое в правой части является четной функцией, а второе слагаемое –нечетной функцией. 

Записанное в примере представление не случайно, а является следствием общего результата. Действительно, пусть задана функция 
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 с симметричной областью определения. Положим 
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Понятно, что 
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 — четна, 
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 — нечетна, а в сумме они составляют 
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. 

Контрольные вопросы

1. Какая функция называется четной? 

2. Какая функция называется нечетной? 

3. Докажите, что функция четна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно оси ординат. 

4. Докажите, что функция нечетна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно начала координат. 

5.** Докажите, что всякая функция с симметричной относительно начала координат областью определения может быть записана в виде суммы четной и нечетной функцией. 

Задачи и упражнения

1. Доказать, что следующие функции четны: 

а) 
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г) 
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2. Доказать, что следующие функции нечетны: 

а) 
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3. На одном чертеже постройте графики функций 
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[image: image81.wmf]2

=

yx

, 
[image: image82.wmf]4

=

yx

 и выясните их взаимное расположение. 

4. Будет ли нечетной функция 
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5. Какие из следующих функций являются четными и какие нечетными: 
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6. Постройте графики функций 
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[image: image90.wmf]3

1

=

x

y

 и определите, какая из них является четной и какая нечетной. 

7.* Покажите, что функция 
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 (целая часть 
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) не является ни четной, ни нечетной. 

8.** Для каких 
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 и 
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 функция 
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 четна? 

9. Представить в виде суммы четной и нечетной функций следующие функции: 

а) 
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Ответы и указания

Задача 4. Будет ли нечетной функция 
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Указание. Эта функция ни четна, ни нечетна, потому что ее область определения не симметрична относительно нуля. 

Задача 7
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. Покажите, что функция 
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 (целая часть 
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) не является ни четной, ни нечетной. 

Указание. Для доказательства того, что некоторая всюду определенная функция не является четной, достаточно привести хотя бы один пример, противоречащий определению четной функции. Для заданной функции имеем, например, что 
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. Аналогично можно доказать, что функция не является нечетной. 
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