Тема 5. Числовые функции и некоторые кривые
В этой теме Вы продолжите изучение функциональной зависимости. Будут рассмотрены основные способы задания числовых функций: табличный, формульный, графический и некоторые основные классы функций: монотонные, четные, нечетные. 

§1. Переменные и функции
1.1. Вы знаете, что решая задачи, связанные с любыми изменяющимися процессами, мы обязательно имеем дело с величинами, которые могут принимать различные значения. Например, для описания движения необходимо сразу несколько таких величин — время, скорость и пройденное расстояние. 
Величина, принимающая различные значения при изменении связанного с ней процесса, называется переменной величиной или просто переменной. 

Есть еще одна важная причина, заставляющая нас использовать переменные величины. Пусть имеется множество 
[image: image1.wmf]A

, и мы хотим высказать утверждение, относящееся сразу ко всем элементам этого множества. Спрашивается, как это сделать, если элементов очень много? Может быть, их даже бесконечно много, поэтому утверждение невозможно высказать для каждого элемента в отдельности. Это затруднение можно преодолеть благодаря использованию символов, обозначающих любой элемент множества 
[image: image2.wmf]A

. Такие символы, вместо которых можно подставлять любые элементы данного множества, также принято называть переменными. 

Например, общая формула четных чисел имеет вид 
[image: image3.wmf]2

n

. Здесь 
[image: image4.wmf]n

 — переменная, обозначающая целое число. Если вместо 
[image: image5.wmf]n

 подставить любое целое значение, то 
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 будет четно. Наоборот, если взять произвольное четное число, то оно обязательно представляется числом вида 
[image: image7.wmf]2
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 при некотором целом 
[image: image8.wmf]n

. Так с помощью переменной 
[image: image9.wmf]n

 удается описать все множество четных чисел, несмотря на то, что оно бесконечно и перебрать все его элементы невозможно. 

Еще один наглядный пример дает известная декартова система координат. Каждой точке на плоскости соответствует пара чисел 
[image: image10.wmf]()
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, первое из которых –абсцисса, а второе — ордината данной точки. Обратно, какие бы числовые значения 
[image: image11.wmf]x

 и 
[image: image12.wmf]y

 мы ни взяли, на плоскости найдется единственная точка с такими координатами. Следовательно, всю плоскость можно описать при помощи двух переменных 
[image: image13.wmf]x

 и 
[image: image14.wmf]y

, принимающих независимо друг от друга произвольные числовые значения. 

Мы будем иметь дело в основном с числовыми переменными. Однако не следует думать, что все переменные таковы. Например, цвет является переменной, принимающей такие значения как красный, синий, зеленый и так далее. Большинству людей знакомы всего несколько значений этой переменной. Гораздо больше цветов различают художники, фотографы, полиграфисты, но и они не в состоянии дать названия всем оттенкам. Именно поэтому и возникло обобщающее понятие “цвет”. Оно означает любой существенный оттенок независимо от того, придумано для него название или нет. 

Множество значений, которые может принимать переменная, называют иногда ее областью значений. В приведенных выше примерах область значений переменной 
[image: image15.wmf]n

 –множество целых чисел, переменных 
[image: image16.wmf]x

 и 
[image: image17.wmf]y

 –множество всех чисел, переменной “цвет” –множество всех оттенков. 

1.2. Когда две или несколько переменных связаны с описанием одного объекта, процесса, или явления, то они как правило не являются независимыми. Изменение одной из них приводит к определенным изменениям других. Некоторые зависимости вам хорошо известны. Например, зависимость между скоростью и временем при движении по одному и тому же маршруту, или зависимость между производительностью труда и объемом продукции, произведенной в течение рабочего дня. 

Открытие и изучение тех или иных зависимостей, играющих важную роль в природе и обществе, составляет основную задачу науки. Особое значение принадлежит здесь математике, изучающей общие свойства целых классов зависимостей. Один из главных типов рассматриваемых в математике зависимостей — так называемая функциональная зависимость. 

Функциональной зависимостью или функцией называется правило или закон, сопоставляющий каждому элементу некоторого множества 
[image: image18.wmf]A

 элемент другого множества 
[image: image19.wmf]B

. 
Множество 
[image: image20.wmf]A

, элементам которого что-то сопоставляется, называется областью определения функции, а про множество 
[image: image21.wmf]B

 говорят, что ему принадлежат значения функции. Мы ограничимся рассмотрением таких функций, для которых 
[image: image22.wmf]A

 и 
[image: image23.wmf]B

 — числовые множества. 

Для описания функций удобно использовать переменные величины. Пусть переменная 
[image: image24.wmf]x

 обозначает элементы множества 
[image: image25.wmf]A

, а 
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 — элементы 
[image: image27.wmf]B

. Так как 
[image: image28.wmf]x

 может произвольно принимать любые значения из области определения функции, то эта переменная называется независимой или аргументом. Переменная 
[image: image29.wmf]y

 уже не является независимой, она находится по 
[image: image30.wmf]x

 с помощью правила, о котором говорится в определении функции. 

Само правило тоже можно как-нибудь обозначить. Чаще всего для этого используют букву, например, 
[image: image31.wmf]f

. Тогда тот факт, что числу 
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 сопоставлено число 
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, запишется так: 
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При этом говорят, что 
[image: image35.wmf]y

 является значением данной функции на элементе 
[image: image36.wmf]x

 или в точке 
[image: image37.wmf]x

. 

Иногда для обозначения правила используют стрелку 
[image: image38.wmf]®

. В этом случае соответствие между переменными 
[image: image39.wmf]x

 и 
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 можно записать в виде 
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Существенно, что правило должно быть таким, чтобы при каждом фиксированном 
[image: image42.wmf]x

 соответствующее значение 
[image: image43.wmf]y

 определялось однозначно. Например, правило, сопоставляющее каждому числу 
[image: image44.wmf]x

 его квадрат: 
[image: image45.wmf]2
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является функцией. Здесь 
[image: image46.wmf]y

 вычисляется по 
[image: image47.wmf]x

 единственным способом. 

Наоборот, правило, сопоставляющее каждому положительному числу квадратный корень из него, допускает двоякое толкование, так как из каждого положительного числа извлекается по крайней мере два квадратных корня — положительный и отрицательный. Если это правило ничего дополнительно не утверждает о знаке корня, то оно функцией не является. 

Заметим, что определение функции не запрещает сопоставлять разным значениям 
[image: image48.wmf]x

 одинаковые значения 
[image: image49.wmf]y

. Так именно и происходит в примере с функцией 
[image: image50.wmf]2
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 – числам 
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 и 
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 соответствует одно и то же 
[image: image53.wmf]y

. Можно вообще сопоставить всем значениям аргумента один и тот же число элемент, тогда получится так называемая постоянная функция, принимающая одно-единственное значение. 

1.3. Вы уже знакомы с линейной функцией 
[image: image54.wmf]=+
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, с квадратным трехчленом 
[image: image55.wmf]2
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, с функцией 
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 (целая часть числа 
[image: image57.wmf]x

) и с некоторыми другими функциями. Можно встретить также функции от двух, от трех и от большего числа переменных. Например, линейная функция от двух переменных 
[image: image58.wmf]x

 и 
[image: image59.wmf]y

 имеет вид 
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Задачи и упражнения

1. С помощью переменной 
[image: image61.wmf]n

, обозначающей целое число, запишите: 

а) множество целых чисел, которые при делении на 3 дают остаток, равный 1; 

б) множество целых чисел, которые одновременно делятся на 2 и на 3; 

в) множество целых чисел, кратных 4 и 6; 

г) множество углов, кратных углу в 
[image: image62.wmf]30

o
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2. Укажите, какая при этом получилась функция, ее область определения и область значений. 

3.* Вычислите значение функции 
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 при 
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4.** Вершины квадрата занумерованы числами 1, 2, 3, 4 в положительном направлении обхода сторон. Пусть 
[image: image65.wmf]()
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 есть номер вершины, в которую переходит 
[image: image66.wmf]k

-ая вершина при повороте квадрата относительно его центра на угол 
[image: image67.wmf]270
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. Вычислите значения функции 
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 при 
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, 2, 3, 4. 

5. Вычислите значения функции: 

а) 
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6. Найдите область определения и множество значений функции: 

а) 
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7.* Найдите область определения и область значений функции: 

а) 
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8.* Чем отличается функция 
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 от функций 
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9. Как описать множество точек на плоскости, на которой функция 
[image: image94.wmf]2
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 принимает нулевое значение? 

§2. Способы задания функций
2.1. Проще всего задать функцию в виде таблицы, где прямо указано, что именно соответствует каждому значению аргумента. Так часто делают, когда область определения содержит лишь конечное число элементов. Примером такой функции является знаменитая таблица Менделеева, где каждому порядковому номеру химического элемента (аргументу) сопоставлен его атомный вес (значение функции). Другой наглядный пример — таблица денежно-вещевой лотереи. Здесь роль аргументов играют номера выигравших билетов, а соответствующие значения функции — суммы выигрышей. 

2.2. Если и область определения и область значений функции бесконечны, то для ее описания прибегают к более сложным приемам. В частности, можно указать, какие действия нужно произвести с аргументом 
[image: image95.wmf]x

, чтобы получить соответствующее значение 
[image: image96.wmf]y

. Необходимое указание часто осуществляют при помощи формулы связывающей значения 
[image: image97.wmf]x

 и 
[image: image98.wmf]y

. Такова, например, уже рассмотренная выше функция 
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Если функция задана формулой, и ничего не сказано дополнительно о ее области определения, то считается, что функция определена при всех значениях аргумента, для которых эта формула имеет смысл. Так, например, областью определения функции 
[image: image101.wmf]2
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 является замкнутый промежуток [-1;1], а область определения функции 
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 совпадает с лучом 
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2.3.* В некоторых случаях одной формулы оказывается недостаточно для полного описания функции, и приходится указывать несколько разных формул для разных частей области определения. 

Пример 1. 
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Значения этой функции нужно вычислять так. 

Если, например, 
[image: image105.wmf]1
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 вычисляется по первой формуле: 
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Если, например, 
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, то тогда 
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, а поэтому значение 
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 вычисляется по второй формуле: 
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Пример 2.
Приведем классический пример функции, определенной для всех 
[image: image113.wmf]x

, но принимающей всего два различных значения: 
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[image: image115.wmf]Эту необычную функцию связывают с именем
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века. Она обладает очень интересными 

свойствами, о чем Вы в дальнейшем узнает

е.


2.4. Наглядный способ изображения функции — графический.  Графиком функции 
[image: image116.wmf]f

 называется множество 
[image: image117.wmf]G

 всех точек плоскости с координатами 
[image: image118.wmf](())
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. Хороший график позволяет увидеть функцию целиком, охарактеризовать все основные ее особенности, что трудно сделать при любом другом описании. В младших классах Вы уже строили графики простейших функций. Напомним, что графиком линейной функции 
[image: image119.wmf]=+
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 является прямая (рисунок 1), графиком квадратичной функции 
[image: image120.wmf]2

=

yx

 — парабола (рисунок 2), графиком обратной пропорциональной зависимости 
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 - гипербола (рисунок 3). 

Пусть 
[image: image122.wmf]G

 — график некоторой функции 
[image: image123.wmf]f

 с областью определения 
[image: image124.wmf]A

. Чтобы с помощью графика найти значение 
[image: image125.wmf]()
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 данной функции в какой-нибудь точке 
[image: image126.wmf]x

 множества 
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, надо провести через точку плоскости с координатами 
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 вертикальную прямую до пересечения с графиком 
[image: image129.wmf]G

, а затем спроектировать точку пересечения на ось ординат. Координата 
[image: image130.wmf]y

 получившейся проекции и будет искомым значением. Понятно, что неизбежные неточности в построении линий и измерении отрезков позволяют говорить лишь о приближенном отыскании значений функции этим способом. 

2.5. Описанная в предыдущем пункте процедура отражает основное свойство любого графика: 

всякая вертикальная прямая пересекает график не более чем в одной точке. 

Если таких точек окажется более одной, то одному и тому же значению аргумента будет соответствовать несколько значений зависимой переменной (рисунок 4), а этого не может быть по определению функции. В частности, окружность (рисунок 5) не является графиком никакой функции. 

Справедливо также обратное утверждение: 

Пусть множество 
[image: image131.wmf]G

 на плоскости таково, что каждая вертикальная прямая пересекает его не более чем в одной точке. Тогда это множество является графиком некоторой функции. 

В самом деле, обозначим проекцию 
[image: image132.wmf]G

 на ось абсцисс через 
[image: image133.wmf]A

 и объявим это множество областью определения искомой функции. Если 
[image: image134.wmf]x

 — какой-нибудь элемент 
[image: image135.wmf]A

, то сопоставим ему другое числовое значение следующим образом. Проведем через точку 
[image: image136.wmf](0)
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 вертикальную прямую. Она пересечет множество 
[image: image137.wmf]G

 в единственной точке. Пусть это будет точка 
[image: image138.wmf]()
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. Получившееся число 
[image: image139.wmf]y

 мы поставим в соответствие числу 
[image: image140.wmf]x

. Понятно, что описанное соответствие удовлетворяет определению функции, графиком которой как раз и окажется исходное множество 
[image: image141.wmf]G

. 

Задачи и упражнения

1. Занумеруйте вершины равностороннего треугольника числами 1,2,3 и составьте таблицу значений функции, заполнив свободные клетки в таблице 
[image: image142.wmf]()

fx

,где 
[image: image143.wmf]()
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 есть номер вершины, в которую переходит 
[image: image144.wmf]k

-ая вершина при повороте треугольника на угол 
[image: image145.wmf]240

o

 относительно центра. 

2. Докажите, что функция Дирихле 
[image: image146.wmf]()

fx

 удовлетворяет условию 
[image: image147.wmf](1)()
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fxfx

 при любом значении аргумента 
[image: image148.wmf]x

. 

3. Найдите область определения функций: 

а) 
[image: image149.wmf]1
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; б) 
[image: image150.wmf]2
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[image: image151.wmf]1
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4.* Постройте график функции, выбирая для аргумента ряд значений: 

а) 
[image: image152.wmf]1
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; б) 
[image: image153.wmf]1
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; в) 
[image: image154.wmf]1
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г) 
[image: image155.wmf][]
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[image: image156.wmf]**

 
[image: image157.wmf]2
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ж) 
[image: image159.wmf]=×||
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; з) 
[image: image160.wmf]=+||
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; и) 
[image: image161.wmf]2
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5. Может ли окружность быть графиком функции? 

§3. Квадратичная функция и ее график
3.1. Посмотрим еще раз на графики, изображенные на рисунках 1 и 2. Нетрудно заметить существенную разницу между ними. В первом случае с возрастанием аргумента значения функции также возрастают. Вторая функция ведет себя совсем по-другому: в области отрицательных значений 
[image: image162.wmf]x

 кривая понижается с возрастанием аргумента, а в области положительных значений — наоборот поднимается. Свойство, отличающее первую кривую от второй, называют монотонностью. 

Функция 
[image: image163.wmf]()

fx

 называется возрастающей в области определения, если для любых значений 
[image: image164.wmf]12
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xx

 из области определения выполнено неравенство 
[image: image165.wmf]12

()()

<

fxfx

. 

Заменив последнее неравенство противоположным 
[image: image166.wmf]12
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>

fxfx

, мы получим определение убывающей функции: 

функция 
[image: image167.wmf]()

fx

 называется убывающей в области определения, если для любых значений 
[image: image168.wmf]12

<

xx

 из области определения выполнено неравенство 
[image: image169.wmf]12
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>

fxfx

. 

Если функция либо возрастает, либо убывает, то она называется монотонной. Прямая на рисунке 1 изображает монотонную функцию, а парабола (рисунок?) гипербола (рисунок 2) — немонотонные функции. 

Наряду с возрастающими и убывающими функциями, которые называют иногда монотонными в строгом смысле, существуют функции, монотонные в нестрогом смысле. Они называются неубывающими и невозрастающими соответственно. Определение неубывающей функции получается из определения возрастающей заменой строгого неравенства 
[image: image170.wmf]12
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 нестрогим 
[image: image171.wmf]12
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. Аналогично, если в определении убывающей функции заменить неравенство 
[image: image172.wmf]12
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 на 
[image: image173.wmf]12
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, то получится определение невозрастающей функции. На рисунках 3 и 4 приведены примеры графиков неубывающей и невозрастающей функций. Интересно отметить, что постоянная функция является одновременно и невозрастающей, и неубывающей. 

3.2. Вновь обратимся к параболе на рисунке 1. Несмотря на то, что вся эта кривая целиком представляет немонотонную функцию, ее можно разрезать на части, каждая из которых является графиком монотонной функции. Часть параболы, расположенная в первой четверти является графиком возрастающей функции, а часть параболы во второй четверти — графиком убывающей. 

Гиперболу на рисунке 2 также можно представить в виде двух монотонных частей — правой и левой ветвей. Заметим, что ее ветви являются убывающими функциями, в то время как вся гипербола вообще немонотонна! В самом деле, если взять два значения 
[image: image174.wmf]1

x

 и 
[image: image175.wmf]2

x

 так, чтобы первое из них было отрицательным, а второе –положительным, то такие же знаки будут иметь и величины 
[image: image176.wmf]1
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x

 и 
[image: image177.wmf]2

k

x

 при всяком положительном 
[image: image178.wmf]k

. Иными, словами, большему значению аргумента в данном случае отвечает большее значение функции, чего не может быть, если функция убывает. 

Наше наблюдение показывает, что немонотонная в целом функция может обладать свойствами монотонной, если говорить не о всей области определения, а лишь о некоторых содержащихся в ней промежутках. Такие промежутки называются промежутками монотонности. Для параболы и гиперболы промежутками монотонности являются лучи 
[image: image179.wmf](0)
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 и 
[image: image180.wmf](0)

;¥

. Другие функции могут иметь больше промежутков монотонности. На рисунке 3 приведен график функции, имеющей три промежутка монотонности. 

Уже не раз упоминавшиеся парабола с уравнением 
[image: image181.wmf]2
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 и гипербола с уравнением 
[image: image182.wmf]=

k
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 замечательны тем, что они обладают определенной симметрией. Парабола симметрична относительно оси ординат, а гипербола — относительно начала координат. Эти свойства лежат в основе двух общих понятий — четности и нечетности. 

Функция 
[image: image183.wmf]()

fx

 называется четной, если для всякого числа 
[image: image184.wmf]x

 из ее области определения выполняется утверждение: число 
[image: image185.wmf]-

x

 также принадлежит области определения, причем 
[image: image186.wmf]()()
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fxfx

. 

Непосредственно из определения четной функции следует, что область определения четной функции симметрична относительно точки 
[image: image187.wmf]0

. Иными словами, если некоторое значение 
[image: image188.wmf]x

 принадлежит области определения, то ей принадлежит и противоположное значение 
[image: image189.wmf]-

x

. 

График четной функции симметричен относительно оси 
[image: image190.wmf]Oy

. Пусть, например, функция 
[image: image191.wmf]()

fx

 четна. Если точка 
[image: image192.wmf]()

;
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 принадлежит графику этой функции, то 
[image: image193.wmf]()
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yfx

. По определению 
[image: image194.wmf]()()
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fxfxy

. Это означает, что точка 
[image: image195.wmf]()
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, симметричная 
[image: image196.wmf](

;
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 относительно оси ординат, также лежит на графике. Следовательно, график четной функции симметричен относительно оси ординат. 

Верно также и обратное утверждение. Если график некоторой функции 
[image: image197.wmf]()

fx

 симметричен относительно оси ординат, то эта функция четна. В самом деле, возьмем какое-нибудь значение 
[image: image198.wmf]x

 из области определения данной функции, положим 
[image: image199.wmf]()
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yfx

 и рассмотрим точку 
[image: image200.wmf]()

;

xy

. Если график симметричен относительно оси ординат, то точка с координатами 
[image: image201.wmf]()
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xy

 также лежит на графике рисунок 3). Это означает, что число 
[image: image202.wmf]-
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 принадлежит области определения, причем 
[image: image203.wmf]()
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fxy

. Так как 
[image: image204.wmf]()
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yfx

, то 
[image: image205.wmf]()()
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 и выполняется определение четной функции. 

Теорема. Функция четна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно оси ординат. 

3.3. Рассмотрим теперь нечетную функцию 
[image: image206.wmf]()

gx

. 

Непосредственно из определения следует, что область определения этой функции симметрична относительно точки 
[image: image207.wmf]0

. 

Если точка 
[image: image208.wmf]()

;
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 принадлежит графику функции 
[image: image209.wmf]()

gx

, то 
[image: image210.wmf]()
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ygx

. Из определения нечетной функции получаем, что тогда 
[image: image211.wmf]()()
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. Это означает, что точка 
[image: image212.wmf]()
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, симметричная точке 
[image: image213.wmf]()

;

xy

 относительно начала координат, также лежит на графике. Следовательно, график нечетной функции симметричен относительно начала координат. 

Верно также и обратное утверждение. Если график некоторой функции симметричен относительно начала координат, то эта функция нечетна. В самом деле, возьмем какое-нибудь значение 
[image: image214.wmf]x

 из области определения данной функции, положим 
[image: image215.wmf]()

=

yfx

 и рассмотрим точку 
[image: image216.wmf]()

;

xy

. Если график симметричен относительно начала координат, то точка с координатами 
[image: image217.wmf]()
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 также лежит на графике (рисунок 3). Это означает, что число 
[image: image218.wmf]-

x

 принадлежит области определения, причем 
[image: image219.wmf]()()
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. Значит, выполняется определение нечетной функции. 

В итоге мы доказали следующую теорему. 

Теорема. Функция нечетна тогда и только тогда, когда ее график симметричен относительно начала координат. 

3.4.** Не следует думать, что всякая функция либо четна, либо нечетна. Как правило, произвольно взятая функция не будет ни четной, ни нечетной, так как ее график не обязан обладать какой-либо симметрией. Тем не менее,

всякая функция, имеющая симметричную относительно точки 
[image: image220.wmf]0

 область определения, может быть представлена в виде суммы четной и нечетной функций. 

Например, всюду определенную функцию 
[image: image221.wmf]2
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 можно представить в виде 


[image: image222.wmf]3
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Первое слагаемое в правой части является четной функцией, а второе слагаемое –нечетной функцией. 

Записанное в примере представление не случайно, а является следствием общего результата. Действительно, пусть задана функция 
[image: image223.wmf]()

fx

 с симметричной областью определения. Положим 


[image: image224.wmf]11
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Понятно, что 
[image: image225.wmf]()

gx

 — четна, 
[image: image226.wmf]()

hx

 — нечетна, а в сумме они составляют 
[image: image227.wmf]()

fx

. 

Задачи и упражнения

1. Доказать, что следующие функции четны: 

а) 
[image: image228.wmf]2
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[image: image234.wmf]1
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2. Доказать, что следующие функции нечетны: 

а) 
[image: image235.wmf]=
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; б) 
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=

yx

; в) 
[image: image237.wmf]1
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3. На одном чертеже постройте графики функций 
[image: image241.wmf]=
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, 
[image: image242.wmf]2
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, 
[image: image243.wmf]4
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 и выясните их взаимное расположение. 

4. Будет ли нечетной функция 
[image: image244.wmf]1
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 ? 

5.** Будет ли нечетной функция 
[image: image245.wmf][
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6. Какие из следующих функций являются четными и какие нечетными: 
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[image: image249.wmf]2
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7. Постройте графики функций 
[image: image251.wmf]2
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 и 
[image: image252.wmf]3
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 и определите, какая из них является четной и какая нечетной. 

8.* Покажите, что функция 
[image: image253.wmf][]
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 (целая часть 
[image: image254.wmf]x

) не является ни четной, ни нечетной. 

9.** Для каких 
[image: image255.wmf]p

 и 
[image: image256.wmf]q

 функция 
[image: image257.wmf]2
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 четна? 

10. Представить в виде суммы четной и нечетной функций следующие функции: 

а) 
[image: image258.wmf]1
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