Тема 5. Числовые функции и некоторые кривые
09-05-06. Гипербола как график функции

Теория

6.1. Мы несколько раз приводили примеры графиков обратно пропорциональной зависимости. Одним из них является график функции 
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 (рисунок 1). В координатной плоскости график этой функции называют  гиперболой. 
Для каждого ненулевого значения x в область определения входит значение –x, и для этого аргумента –x значение функции равно -
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.
Таким образом, функция 
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 является нечетной функцией. Поэтому гипербола с уравнением 
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 симметрична относительно начала координат.
6.2. Гипербола 
[image: image5.wmf]1
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 состоит из двух не соединенных друг с другом кривых, каждая из которых называется ветвью гиперболы. Одна ветвь гиперболы 
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 лежит в первой четверти, а вторая — в третьей четверти координатной плоскости. 

При неограниченно возрастающих положительных значениях 
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 значения функции 
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 становятся все меньше и меньше. Например, если 
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. Это означает, что при неограниченном возрастании переменной 
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 точки графика функции 
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 приближаются к оси 
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, то есть приближаются к прямой с уравнением 
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. 
Поэтому 
прямую 
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 называют горизонтальной асимптотой графика функции 
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 при 
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, стремящемся к плюс бесконечности. 

Аналогично при неограниченно убывающих отрицательных значениях 
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 значения функции 
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 по модулю становятся все меньше и меньше. Поэтому, график функции 
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 при 
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, стремящемся к минус бесконечности, приближается к асимптоте 
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При положительных значениях 
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, которые приближаются к нулю, значения функции 
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 становятся все больше и больше. Например, если 
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. Это означает, что при приближении положительных значений 
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 к нулю, соответствующие точки графика функции 
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 приближаются к прямой с уравнением 
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. Поэтому 
прямую 
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 называют вертикальной асимптотой графика функции 
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 при 
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, стремящемся к нулю справа. 

Аналогично при отрицательных значениях 
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, которые приближаются к нулю, значения функции 
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 отрицательны и по модулю становятся все больше и больше. Поэтому график функции 
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 при 
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, стремящемся к нулю слева, приближается к асимптоте 
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Прямые 
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 и 
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 называют также асимптотами гиперболы 
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6.3. Аналогично предыдущему пункту можно рассмотреть графики функций вида 
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 при 
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. График любой такой функции в координатной плоскости также называют гиперболой. 

Любая гипербола вида 
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 состоит из двух ветвей. Например, на рисунке 2 изображена гипербола 
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. Одна ветвь этой гиперболы лежит во второй четверти, а другая — в четвертой четверти координатной плоскости.  
6.4. С помощью преобразований сжатия к оси 
[image: image45.wmf]Ox

 и параллельных переносов из графика функции 
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 можно получить график любой функции вида 
[image: image47.wmf]-

=+

k

xa

yb

, где 
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Пример 1. График функции 
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 получается путем увеличения при каждом значении 
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 ординаты графика функции 
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 в два раза (рисунок 3). 

Асимптотами гиперболы 
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 являются прямые 
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, что видно из рисунка 3. 

Пример 2. График функции 
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 можно получить из графика функции 
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 за два шага. 

Сначала аналогично примеру 1 строим график функции 
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. Затем при каждом значении 
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 изменяем знак ординаты у графика функции 
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. Это соответствует симметричному отражению графика функции 
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 относительно оси 
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 (рисунок 4). 

Результатом этих двух преобразований будет искомый график функции 
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Асимптотами гиперболы 
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 являются прямые 
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, что видно из рисунка 4. 

Пример 3. График функции 
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 можно получить из графика функции 
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 за два шага. 

Сначала строим график функции 
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 (рисунок 4). Затем полученный график переносим параллельно оси 
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 вниз на расстояние 2 вместе с асимптотами (рисунок 5). 

Результатом этих двух преобразований будет искомый график функции 
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Асимптотами гиперболы 
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 являются прямые 
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 и 
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, что видно из рисунка 5. 

Пример 4. График функции 
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 можно получить из графика функции 
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 за два шага. 

Сначала как в примере 1 строим график функции 
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 (рисунок 4). Затем полученный график переносим параллельно оси 
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 вправо на расстояние 2 вместе с асимптотами (рисунок 6). 

Результатом этих двух преобразований будет искомый график функции 
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Асимптотами гиперболы 
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 являются  прямые 
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, что видно из рисунка 6. 

6.5.* График функции 
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 можно получить из графика функции 
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 за четыре шага. 

Сначала строим график функции 
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 путем растяжения от оси 
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 с коэффициентом 3 графика функции 
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 (рисунок 7). 

Затем строим график функции 
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 путем симметричного отражения относительно оси 
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 графика функции 
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 (рисунок 8). 

После этого строим график функции 
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 и его асимптоты путем переноса графика функции 
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 и его асимптот параллельно оси 
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 вверх на расстояние 2 (рисунок 9). 

Наконец, строим искомый график функции 
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 и его асимптоты путем переноса графика функции 
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 и его асимптот параллельно оси 
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 влево на расстояние 1 (рисунок 10). 

Асимптотами гиперболы 
[image: image96.wmf]3

1

2

+

=-

x

y

 являются прямые 
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 и 
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, что видно из рисунка 10. 

6.6.** Дробно-линейной функцией называется функция вида 
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где 
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 такие фиксированные числа, что 
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Покажем, что графиком любой дробно- линейной функции является гипербола. Необходимые рассуждения проведем на конкретном примере. 

Пусть 
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Разделим с остатком многочлен 
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(Заметим, что множитель 
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В результате преобразований функция 
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 приведена к виду 
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, аналогичному виду функции, рассмотренной в предыдущем пункте. Поэтому график функции 
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 можно построить так: 

— сначала строим график функции 
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 (рисунок 11); 

— затем строим график функции 
[image: image121.wmf]5

4

39

=+

x

y

 (рисунок 11); 

— наконец, строим график функции 
[image: image122.wmf](
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 (рисунок 12). 

6.7.** Разберем, как построить график функции 
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Рассмотрим по очереди два случая. 

Первый случай. Пусть 
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. Строим график этой функции, как описано в пункте 4.4. Часть этого графика для 
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 является частью графика функции 
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 (рисунок 13). 

Второй случай. Пусть 
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. Полученная функция отличается только знаком от функции 
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, а поэтому график функции 
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 можно получить симметричным отражением относительно оси 
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 графика функции 
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 (рисунок 14). 

Часть этого графика для 
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 является частью графика функции 
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 (рисунок 14). 

После рассмотрения указанных случаев объединяем части графиков, изображенные на рисунках 13 и 14, и получаем график функции 
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 (рисунок 15). 

Контрольные вопросы

1. Какой вид имеет график функции 
[image: image137.wmf]1
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 ? 

2. Какие виды гипербол Вы знаете? 

3. Какую прямую называют асимптотой графика функции 
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 при 
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, стремящемся к плюс бесконечности 
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4. Какую прямую называют асимптотой графика функции 
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 при 
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, стремящемся к нулю справа 
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5. Как построить график функции вида 
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6. Как построить график функции вида 
[image: image146.wmf]=

k

x

y

 при 
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7. Изобразите график функции 
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8. Изобразите график функции 
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9. Постройте график функции 
[image: image150.wmf]1
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10.** Как построить график дробно- линейной функции 
[image: image151.wmf]+
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Задачи и упражнения

1. Постройте график функции: 

а) 
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[image: image153.wmf]4

3

=-

x

y

; в) 
[image: image154.wmf]1

03

=,×

x

y

. 

2. Найдите, при каком значении 
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 график функции 
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 проходит через точку: 

а) (5;-8); б) (-6;- 2); в) (0,3;0,4). 

3. Найдите координаты точек пересечения графика функции 
[image: image157.wmf]1
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 с прямой: 

а) 
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4. Докажите, что следующие функции нечетны

а) 
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5. Будет ли нечетной функция 
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6. Какие из следующих функций являются четными и какие нечетными:
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7. Постройте графики функций 
[image: image173.wmf]2
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 и определите, какая из них является четной и какая нечетной.
8. Докажите, что функция 
[image: image175.wmf][
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 (целая часть x) не является ни четной ни нечетной.

9. Будет ли нечетнойфункция 
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10. Представить в виде суммы четной и нечетной функций следующие функции:

а) 
[image: image177.wmf]1

yx

=+

;      б) 
[image: image178.wmf]2

yxx

=+

;      в) 
[image: image179.wmf]2

1

yxx

=++

;      

г) 
[image: image180.wmf]32

yxxx

=++

;       д) 
[image: image181.wmf]2

21.

yxx

=++


11. Постройте график функции: 

а) 
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12.* Постройте график функции: 
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13.** Постройте график функции: 
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Ответы и указания

Задача 12
[image: image198.wmf]*

. Постройте график функции: 
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Задача 13
[image: image205.wmf]**

. Постройте график функции: 
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Указание. При избавлении от модуля в каждом из примеров приходится рассматривать несколько случаев, которые приводят к построению части графика какой-то из дробно-линейных функций. Задача из пункта г) решается проще, потому что имеет место следующее равенство: 
[image: image211.wmf]2
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