Тема 6. Квадратные неравенства
В этой теме Вы узнаете, как решать квадратные неравенства и неравенства, сводящиеся к ним. Будут рассмотрены три метода решения: графический, алгебраический и метод интервалов. 

09-06-01. Графический метод решения квадратных неравенства

Теория

1.1.Квадратными неравенствами называют неравенства вида 
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где 
[image: image3.wmf],,

abc

 — фиксированные числа, причем 
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Напомним, что решением неравенства называется такое значение неизвестной 
[image: image5.wmf]x

, при подстановке которого в неравенство получается истинное неравенство. Решить неравенство — это значит найти множество всех его решений. В том случае, когда неравенство не имеет решений, множество его решений является пустым множеством. 

Основное внимание обратим на квадратные неравенства при 
[image: image6.wmf]0
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. К решению таких неравенств легко сводится решение остальных квадратных неравенств. 

Пример 1. Рассмотрим неравенство 
[image: image7.wmf]2
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. Умножим обе его части на отрицательное число -1. Из свойств числовых неравенств следует, что для любого решения 
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 при умножении левой и правой частей на число -1 знак неравенства 
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 изменится на противоположный. Поэтому получаем неравенство 
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которое равносильно начальному неравенству. 

Пример 2. Рассмотрим неравенство 
[image: image11.wmf]2
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. Умножив обе его части на отрицательное число 
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, получим неравенство 
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, которое равносильно начальному неравенству. 

1.2. Разберем решения квадратных неравенств вида 
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где 
[image: image15.wmf],,

abc

 — фиксированные числа, причем 
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, с помощью графиков. 

Пример 3. Решим неравенство 
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Для этого построим график функции 
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то графиком этой функции является парабола с вершиной в точке 
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, ветви которой направлены вверх (рисунок 1). 

Решениями неравенства 
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 являются те значения 
[image: image22.wmf]x

, при которых функция принимает либо отрицательные значения, либо нулевое значение. Поэтому на графике нужно найти точки, лежащие в нижней полуплоскости относительно оси 
[image: image23.wmf]Ox

, включая и саму ось 
[image: image24.wmf]Ox

. Соответствующие этим точкам графика значения 
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 образуют отрезок оси 
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, концами которого являются корни уравнения 
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, то есть числа‘ 
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Следовательно, решениями неравенства 
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 являются числа 
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 из множества [1;2]. 

Пример 4. Решим неравенство 
[image: image32.wmf]2
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Для этого построим график функции 
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 (рисунок 2). В этом случае парабола касается оси 
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 в точке (-1;0) и целиком расположена в верхней полуплоскости относительно оси 
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. Поэтому решением неравенства 
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 является единственное число -1. 

Пример 5. Решим неравенство 
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Рассмотрим функцию 
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. Выделим полный квадрат: 
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Строим график функции 
[image: image41.wmf](
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 (рисунок 3). В этом случае парабола целиком расположена в верхней полуплоскости, не имея общих точек с осью 
[image: image42.wmf]Ox

. Поэтому значения функции 
[image: image43.wmf]2
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 при любом 
[image: image44.wmf]x

 положительны. Отсюда следует, что рассматриваемое неравенство решений не имеет, то есть множество решений пусто. 

1.3. Разберем теперь решение квадратных неравенств вида 
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где 
[image: image46.wmf],

abc

 — фиксированные числа, причем 
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Пример 6. Решим неравенство 
[image: image48.wmf]2
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Для этого строим график функции 
[image: image49.wmf]2
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 (рисунок 4). 

Решениями неравенства 
[image: image50.wmf]2
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 являются те значения 
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, которые соответствуют точкам построенного графика, лежащим в верхней полуплоскости относительно оси 
[image: image52.wmf]Ox

, включая и саму ось 
[image: image53.wmf]Ox

. Соответствующие этим точкам графика значения образуют два луча оси 
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, концами которых являются корни уравнения 
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, то есть числа 
[image: image56.wmf]1

2

=-

x

 и 
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 (рисунок 4). Следовательно, решениями неравенства 
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 являются числа 
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 из множества 
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Пример 7. Решим неравенство 
[image: image61.wmf]2
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Построим график функции 
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 (рисунок 5). 

В этом случае парабола касается оси 
[image: image63.wmf]Ox

 и целиком расположена в верхней полуплоскости относительно оси 
[image: image64.wmf]Ox

. Следовательно, функция 
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 принимает в точке 
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 значение 0, а при всех остальных 
[image: image67.wmf]x

 положительна. Поэтому в рассматриваемом примере ответом является множество всех действительных чисел. 

Пример 8. Решим неравенство 
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Рассмотрим функцию 
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Построим график функции 
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 (рисунок 6). В этом случае парабола целиком расположена в верхней полуплоскости относительно оси 
[image: image72.wmf]Ox

, не имея общих точек с осью 
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. Поэтому значения функции 
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 при любом 
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 положительны, и ответом в рассматриваемом примере является множество всех действительных чисел. 

1.4. Множество решений квадратного неравенства вида 


[image: image76.wmf]2

0

++³

axbxc


всегда состоит из двух непересекающихся частей. Одна часть — это множество решений неравенства 
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, а другая часть — это множество решений уравнения 
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. Следовательно, получив решения неравенства 
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, мы можем записать решения неравенства 
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, удаляя из найденного множества корни уравнения 
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Например, решениями неравенства 
[image: image82.wmf]2
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 являются точки отрезка [1;2]. Удаляя концы этого отрезка, которые являются решениями уравнения 
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320

-+=

xx

, получаем интервал (1;2). Этот интервал дает все решения неравенства 
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1.5.** Разберем, как с помощью графиков можно решать неравенства, содержащие модули. 

Пример 9. Решим неравенство 
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Сначала найдем решения неравенства 
[image: image86.wmf]2

20

+³

xx

. Для этого строим график функции 
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 (рисунок 7), откуда получаем ответ: 
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Теперь рассмотрим два случая. 

Первый случай. Пусть 
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, и начальное неравенство запишется в виде 
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 (рисунок 8). Часть этого графика для 
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 из множества 
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 имеет вид, как на рисунке 9. 
Следовательно, на рассматриваемых промежутках решениями исходного неравенства являются числа 
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Второй случай. Пусть 
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, и начальное неравенство запишется в виде 
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. (рисунок 11). Часть этого графика для 
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 из интервала (-2;0) имеет вид, как на (рисунке 12). Следовательно, на интервале (-2;0) решениями исходного неравенства являются числа 
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Объединяя решения, полученные в обоих случаях {-2}, [0;1], [- 1,0], получаем общий ответ: 
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Контрольные вопросы

1. Как графически решить неравенство 
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, имея график функции 
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2. Какие неравенства называются квадратными? 

3. Что значит решить неравенство? 

4. Как решить неравенство вида 
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5. Как решить неравенство вида 
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6. Как решить неравенство вида 
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7. Как решить неравенство вида 
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8. Как решить неравенство вида 
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Задачи и упражнения

1. Решить неравенство: 

а) 
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2. Решить неравенство: 

а) 
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3.* Решите неравенство: 

а) 
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4.** Решите неравенство: 

а) 
[image: image132.wmf]2
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Ответы и указания

Задача 3
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. Решите неравенство: 
а) 
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Указание. Применение формулы сокращенного умножения — разности квадратов, — позволяет упростить преобразования и быстрее привести к квадратному неравенству стандартного вида. 

Задача 4. Решите неравенство: 
а) 
[image: image139.wmf]2
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Указание. Образцом для решения является решение задачи, приведенное в п. 1.5. 
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