Тема 6. Квадратные неравенства
09-06-03. Неравенства, сводящиеся к квадратным

Теория

3.1.* К решению квадратного неравенства можно свести решение неравенств вида 
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где 
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 — фиксированные числа, причем 
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Сначала разберем решение неравенств вида 
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Пример 1. Решим неравенство 
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Решение. Область определения этого неравенства описывается условием 
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 или 
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. Умножим обе части данного неравенства на выражение 
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, которое положительно в области определения. Получим неравенство 
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Заметим, что число 
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 не является решением этого неравенства. При любом другом значении 
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 можно разделить обе части на положительное выражение 
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 и вернуться к исходному неравенству. Следовательно, неравенства 
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имеют одно и то же множество решений, то есть равносильны. 

Изобразим параболу 
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, которая пересекает ось 
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 (рисунок 1). Ветви параболы направлены вверх, поэтому множеством решений квадратного неравенства и равносильного ему исходного неравенства является объединение промежутков 
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Пример 2. Решим неравенство 
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Решение. Умножив обе части неравенства на положительное выражение 
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, получаем квадратное неравенство 
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равносильное исходному. 

Ответ: 
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3.2.* Разберем решение неравенств вида 
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Пример 3. Решим неравенство 
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Решение. Множество решений этого неравенства состоит из двух непересекающихся частей. Первая часть — это решения неравенства 
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. Вторая часть — это решения уравнения 
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. Отсюда вытекает один из способов решения. 

I. Неравенство 
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 равносильно квадратному неравенству 
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. Решая квадратное неравенство, получаем объединение двух промежутков 
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II. Уравнение 
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 равносильно системе 
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Объединяя множества, найденные в первом и во втором случаях, получаем общий ответ: 
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3.3.** К решению квадратного неравенства можно свести решение некоторых неравенств более высокой степени. 

Пример 4. Решим неравенство 
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Решение. Представим это неравенство в виде 
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. Известно, что произведение двух чисел положительно только тогда, когда оба множителя либо одновременно положительны, либо одновременно отрицательны. Следовательно, решения исходного неравенства можно получить, объединяя решения двух систем неравенств 
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Для первой системы сначала находим решения квадратного неравенства 
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 и получаем множество 
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. Затем находим решения неравенства 
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 и получаем промежуток 
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. Пересечением найденных множеств является промежуток 
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 (рисунок 3), который дает множество решений первой системы. 

Для второй системы находим решения квадратного неравенства 
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, решения неравенства 
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, а затем пересечение полученных множеств (рисунок 4). В результате получаем интервал (- 2;0). 

Объединяя решения систем неравенств, получаем общий ответ: 
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Контрольные вопросы
1.* Какие способы решения неравенства вида 
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 Вы знаете? 

2.* Какие способы решения неравенства вида 
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3.* Как можно решать неравенство вида 
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Задачи и упражнения

1. Решите неравенство: 

а) 
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2.** Решите неравенство: 

а) 
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3.** При каком значении 
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 неравенство 
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 не имеет решений? 

Ответы и указания

Задача 3. При каких значениях 
[image: image66.wmf]a

 неравенство 
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 не имеет решений? 

Указание. Из пункта 3.1. следует, что если 
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, то неравенство равносильно квадратному неравенству 
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, множество решений которого не пусто. При 
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 неравенство приводится к виду 
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Ответ: Неравенство не имеет решений. 
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