Тема 7. Наглядная стереометрия
В этой теме Вы ознакомитесь со взаимным расположением прямых и плоскостей в пространстве и правилами изображения пространственных фигур на плоскости. Будут рассмотрены также наглядные свойства ряда известных геометрических тел. 

09-07-01. Параллельное проектирование
1.1. Окружающее нас пространство не исчерпывается одной плоскостью, геометрия которой изучалась. Находясь в комнате, мы можем видеть пол, потолок, стены. Если отвлечься от их материальной природы и представить неограниченно продолженными, то каждая из этих поверхностей дает тот образ, который мы связываем с понятием плоскости. 

Различные плоскости могут не пересекаться. например, такими являются плоскости 
[image: image1.wmf]a

 и 
[image: image2.wmf]b

, проходящие через нижнюю и верхнюю грани куба, как изображено на рисунке 1. В этом случае плоскости 
[image: image3.wmf]a

 и 
[image: image4.wmf]b

 называют параллельными. Для обозначения параллельности плоскостей используют знак ||. 

Различные и не параллельные плоскости в пространстве пересекаются по прямой. Например, изображенные на рисунке 2 плоскости 
[image: image5.wmf]a

 и 
[image: image6.wmf]b

, проходящие через соседние грани куба, пересекаются по прямой 
[image: image7.wmf]a

, проходящей через ребро 
[image: image8.wmf]AB

 куба. 

1.2. Возьмем две параллельные плоскости 
[image: image9.wmf]a

 и 
[image: image10.wmf]b

 и в одной из них прямую, например прямую 
[image: image11.wmf]a

 в плоскости 
[image: image12.wmf]a

 (рисунок 3. Тогда прямая 
[image: image13.wmf]a

 не пересекает плоскость 
[image: image14.wmf]b

 и называется параллельной плоскости 
[image: image15.wmf]b

. 

Например, на рисунке 4 прямая 
[image: image16.wmf]1

CD

, лежащая в плоскости грани 
[image: image17.wmf]11

CCDD

 куба, параллельна плоскости грани 
[image: image18.wmf]11

AABB

, так как 
[image: image19.wmf]1111
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. 

Для записи параллельности прямой и плоскости используют такой же знак ||. 

Если прямая 
[image: image20.wmf]a

 не лежит полностью в плоскости 
[image: image21.wmf]b

, то она может иметь с плоскостью 
[image: image22.wmf]b

 только одну общую точку (рисунок 5). Это связано с таким свойством плоскости, что если две точки прямой лежат в плоскости, то и вся прямая лежит в этой плоскости (рисунок 6). 

Например, на рисунке 7 прямая 
[image: image23.wmf]1

BD

 имеет единственную общую точку 
[image: image24.wmf]D

 с плоскостью 
[image: image25.wmf]ABCD

, а прямая 
[image: image26.wmf]CM

 лежит полностью в этой плоскости. 

1.3. Возьмем две параллельные плоскости 
[image: image27.wmf]a

 и 
[image: image28.wmf]b

 и пересечем их третьей плоскостью 
[image: image29.wmf]g

. В пересечении получим прямые 
[image: image30.wmf]a

 и 
[image: image31.wmf]b

, которые не пересекаются и лежат в одной плоскости (рисунок 8). Такие прямые были названы в планиметрии параллельными. В пространстве две лежащие в одной плоскости и не пересекающиеся прямые также называют параллельными. 

Например, на рисунке 9 ребра 
[image: image32.wmf]1

AA

 и 
[image: image33.wmf]1

BB

 куба параллельны, так как лежат в плоскости одной грани, и в этой плоскости прямые 
[image: image34.wmf]1
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 и 
[image: image35.wmf]1
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 не пересекаются. 

Для параллельности прямых в пространстве выполняется следующий основной признак. 

Если прямая 
[image: image36.wmf]a

 параллельна прямой 
[image: image37.wmf]b

, а прямая 
[image: image38.wmf]b

 параллельна прямой 
[image: image39.wmf]c

, то прямые 
[image: image40.wmf]a

 и 
[image: image41.wmf]c

 параллельны. 

Этот признак позволяет, например, установить, что все боковые ребра куба параллельны между собой. Отсюда можно получить, что вершины 
[image: image42.wmf]A

, 
[image: image43.wmf]1
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, 
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, 
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 куба лежат в одной плоскости )рисунок 10). 

1.4. В отличие от плоскостей в пространстве существуют не параллельные и не пересекающиеся прямые. Такие прямые легко получить, если взять две параллельные плоскости 
[image: image46.wmf]a

 и 
[image: image47.wmf]b

. Потом в одной из них любую прямую, например, прямую 
[image: image48.wmf]b

 в плоскости 
[image: image49.wmf]b

 (рисунок 11). Затем построим в плоскости 
[image: image50.wmf]a

 сначала вспомогательную прямую 
[image: image51.wmf]m

, параллельную прямой 
[image: image52.wmf]b

, а затем проведем прямую 
[image: image53.wmf]a

, пересекающую прямую 
[image: image54.wmf]m

 (рисунок 12). Тогда прямые 
[image: image55.wmf]a

 и 
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 не пересекаются и не лежат в одной плоскости. Не пересекающиеся и не параллельные прямые в пространстве называются скрещивающимися. 

Существует простой способ определения взаимного расположения прямых в пространстве. На каждой из прямых можно выбрать по две точки. Например, на рисунке 13 отмечены точки 
[image: image57.wmf]A

 и 
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 на прямой 
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 и точки 
[image: image60.wmf]C

 и 
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 на прямой 
[image: image62.wmf]b

. Затем можно рассмотреть плоскость, проходящую через три из этих точек, например через точки 
[image: image63.wmf]A

, 
[image: image64.wmf]B

, 
[image: image65.wmf]C

. 

Может оказаться, что точка 
[image: image66.wmf]D

 не лежит в плоскости 
[image: image67.wmf]ABC

, как изображено на рисунке 14. В этом случае прямая 
[image: image68.wmf]CD

 и плоскость 
[image: image69.wmf]ABC

 имеют единственную общую точку 
[image: image70.wmf]C

. Но тогда прямые 
[image: image71.wmf]AB

 и 
[image: image72.wmf]CD

 не пересекаются и не лежат в одной плоскости, то есть скрещиваются. 

Может оказаться, что точка 
[image: image73.wmf]D

 лежит в плоскости 
[image: image74.wmf]ABC

, как изображено на рисунке 15. В этом случае прямые 
[image: image75.wmf]AB

 и 
[image: image76.wmf]CD

 либо пересекаются, либо параллельны. 

1.5. Подведем итоги. В пространстве: 

— две плоскости либо параллельны, либо пересекаются по прямой; 

— прямая либо полностью лежит в плоскости, либо имеет с плоскостью только одну общую точку, либо параллельна плоскости; 

— две прямые либо пересекаются, либо параллельны, либо скрещиваются. 

1.6. Достаточно посмотреть на любую картину, чтобы заметить, что многие ее детали изображены совсем не так, как они выглядят, если на них смотреть прямо. Тем не менее человеческий мозг за счет приобретенного опыта воссоздает именно тот пространственный образ, который художник стремился донести до зрителя. 
Достигается это за счет умелого использования законов проектирования пространственных объектов на плоскость. 
Для параллельного проектирования на плоскость 
[image: image77.wmf]a

 выбирают прямую 
[image: image78.wmf]a

, не параллельную 
[image: image79.wmf]a

. Проекцию любой точки 
[image: image80.wmf]M

 определяют, проводя через точку 
[image: image81.wmf]M

 прямую 
[image: image82.wmf]m

, параллельную 
[image: image83.wmf]a

, до пересечения с плоскостью 
[image: image84.wmf]a

 в точке 
[image: image85.wmf]1
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 (рисунок 16). Полученная точка 
[image: image86.wmf]1
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 называется параллельной проекцей точки 
[image: image87.wmf]M

 на плоскости 
[image: image88.wmf]a

. 

Параллельной проекцией фигуры называется множество точек, состоящее из проекций всех точек фигуры. 

Параллельную проекцию фигуры на плоскость иногда называют изображением этой фигуры. 

Для построения изображений фигур важно знать следующие основные свойства параллельного проектирования на плоскость: 

— прямая, параллельная направлению проектирования, переходит в точку (рисунок 17); 

— прямая, не параллельная направлению проектирования, переходит в прямую (рисунок 18); 

— параллельные отрезки 
[image: image89.wmf]AB

 и 
[image: image90.wmf]CD

 переходят в параллельные отрезки 
[image: image91.wmf]11
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 и 
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 такие, что 
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 (рисунок19?); 

— окружность переходит в эллипс (рисунок 20) или в окружность, или в отрезок; 

— общие точки двух фигур переходят в общие точки их проекций. 

1.7. Для сохранения представлений о свойствах пространственных фигур обычно изображают не только ее проекцию, но и некоторые связанные с ней элементы. Например, проекцией любого шара или сферы на плоскость всегда будет круг. Глядя на такой чертеж (рисунок 21), вряд ли создастся пространственный образ. 
Другое дело, когда мы проведем на сфере экватор, поставим полюсы и изобразим все это в проекции. Картина сразу же резко изменяется. Имея рисунок 22, уже нетрудно воссоздать, как будут выглядеть сечения сферы, параллельные экватору, как будут выглядеть меридианы, и так далее. 

1.8. При изучении параллельного проектирования на плоскость важно научиться находить проекции плоских фигур. Это совсем просто, когда фигура расположена в плоскости, параллельной плоскости проекций. Тогда проекцией будет фигура, равная проектируемой. В остальных случаях приходится опираться на геометрические закономерности. 

Пример 1. Построим изображение равнобедренной трапеции 
[image: image94.wmf]ABCD

 с точкой 
[image: image95.wmf]F

 пересечения диагоналей так, чтобы треугольник 
[image: image96.wmf]ADF

 выглядел как треугольник 
[image: image97.wmf]111
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 на рисунке 24. 

Решение. Обозначим проекции точек 
[image: image98.wmf]A

, 
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, 
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, 
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, 
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 соответственно через 
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, 
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, 
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. Прежде всего, диагонали будут выглядеть прямыми (рисунок 25). Далее, так как при проектировании сохраняются отношения параллельных отрезков, то точки 
[image: image108.wmf]B

 и 
[image: image109.wmf]C

 спроектируются в такие точки 
[image: image110.wmf]1
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 и 
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 (рисунок 26), что 
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, и аналогично 
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. Это позволяет в плоскости проекций вполне однозначно поставить точки 
[image: image114.wmf]1
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 и 
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. В результате на рисунке 27 определяется вся проекция. 

1.9.* Разберем следующий пример. 

Построим изображение биссектрисы 
[image: image116.wmf]AL

 равнобедренного треугольника 
[image: image117.wmf]ABC

 со сторонами 
[image: image118.wmf]2
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, 
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 (рисунок 28) по изображению треугольника 
[image: image120.wmf]111
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 как на рисунке 29. 

Решение. Обозначим проекции точек 
[image: image121.wmf]A

, 
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, 
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, 
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 соответственно через 
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. По свойству биссектрисы угла треугольника на основном чертеже можем получить равенства 
[image: image129.wmf]12
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. Поэтому в проекции точки 
[image: image130.wmf]L

 получится такая точка 
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, что 
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. Ее легко построить, что и определит нужный вид проекции (рисунок 30). 
1.10.** Построим изображение двух перпендикулярных диаметров 
[image: image133.wmf]AB

 и 
[image: image134.wmf]CD

 окружности по изображению окружности, ее центра 
[image: image135.wmf]O

 и точки 
[image: image136.wmf]1
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 (рисунок 32). 

Решение. При параллельном проектировании перпендикулярность искажается, но в окружности свойство перпендикулярности диаметров удается заменить на другое. А именно, если проведем параллельно диаметру 
[image: image137.wmf]AB

 любую хорду 
[image: image138.wmf]MK

 (рисунок 33), то ее середина и центр окружности определяют перпендикулярный диаметр. Так как свойства параллельности прямых сохраняются при проектировании, а середина отрезка переходит в середину отрезка, то отсюда следуют нужные построения, приведенные на рисунках 34-36. 

1.11.* Разберем еще один пример. 

На сторонах прямоугольного треугольника 
[image: image139.wmf]ABC

 построены квадраты как на рисунке 37. Известно, что 
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. По изображению проекции 
[image: image143.wmf]111
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 треугольника 
[image: image144.wmf]ABC

 на рисунке 38 построить изображения проекций квадратов. 

Решение. Замечаем, что следующие свойства сохраняются при проектировании: точки 
[image: image145.wmf]A

, 
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 лежат на одной прямой и 
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; точки 
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, 
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, 
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 тоже лежат на одной прямой и 
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; 
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Труднее обнаружить, что если провести на основном чертеже (рисунок 39) высоту 
[image: image157.wmf]BH

, то 
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. Если последнее соотношение установлено, то тогда в проекции находим точку 
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 такую, что 
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. После этого на продолжении прямой 
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 строим точку 
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 такую, что 
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. Оставшиеся построения, уже несложны и приводят к чертежу, изображенному на рисунке 40. 

Желая сохранить в проекции свойства исходного чертежа, следует делать именно такой чертеж, который получился. 
Контрольные вопросы
1. Какие две плоскости называются параллельными? 

2. Какая прямая называется параллельной плоскости? 

3. Какие две прямые в пространстве называются параллельными? 

4. Какие две прямые в пространстве называются скрещивающимися? 

5. Каковы возможные случаи расположения в пространстве двух плоскостей? 

6. Каковы возможные случаи расположения в пространстве прямой и плоскости? 

7. Каковы возможные случаи расположения в пространстве двух прямых? 

8. Что называется параллельной проекцией точки на плоскость и фигуры? 

9. Что называется параллельной проекцией фигуры на плоскость? 

10. Перечислите свойства параллельного проектирования. 

Задачи и упражнения

1. На рисунке 41 изображена параллельная проекция треугольника 
[image: image165.wmf]ABC

. Изобразите на нем проекцию медианы 
[image: image166.wmf]AM

 и проекцию биссектрисы 
[image: image167.wmf]BD

, если известно, что 
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[image: image169.wmf]3

=

BC

. 

2. На рисунке 42 изображены проекции трех вершин параллелограмма. Изобразите проекцию четвертой вершины параллелограмма. Сколько решений имеет задача? 

3. На рисунке 43 изображен куб 
[image: image170.wmf]1111

ABCDABCD

. Изобразите параллельную проекцию этого куба на плоскость основания 
[image: image171.wmf]ABCD

 в направлении: 

а) прямой 
[image: image172.wmf]1

AD

; 

б) прямой 
[image: image173.wmf]1

BD

. 

4. На рисунке 44 изображена параллельная проекция прямоугольного треугольника 
[image: image174.wmf]ABC

 с прямым углом при вершине 
[image: image175.wmf]B

. Изобразите проекцию центра окружности, описанной около треугольника 
[image: image176.wmf]ABC

. 

5. По изображению проекции правильного треугольника на рисунке 44 постройте изображение проекции его центра. 

6. Постройте изображение сторон квадрата, если даны изображения середин его сторон, как на рисунке 45. 

7. Постройте изображения правильного шестиугольника 
[image: image177.wmf]ABCDEF

: 

а) по изображению вершин 
[image: image178.wmf]A

, 
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, 
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, как на рисунке 46; 

б) по изображению вершин 
[image: image181.wmf]A

, 
[image: image182.wmf]C

, 
[image: image183.wmf]E

, как на рисунке 47. 

8.** Постройте изображение параллелограмма 
[image: image184.wmf]ABCD

 по изображению вершины 
[image: image185.wmf]A

, середины 
[image: image186.wmf]M

 стороны 
[image: image187.wmf]BC

 и середины 
[image: image188.wmf]N

 стороны 
[image: image189.wmf]CD

 (рисунок 48). 

9.* Постройте изображение трапеции 
[image: image190.wmf]ABCD

 по изображению вершины 
[image: image191.wmf]A

, середины 
[image: image192.wmf]M

 боковой стороны 
[image: image193.wmf]AB

 и середины 
[image: image194.wmf]N

 боковой стороны 
[image: image195.wmf]CD

, если известно, что 
[image: image196.wmf]3

||=||

ADBC

 (рисунок 49). 

10.** Дано изображение прямоугольного треугольника 
[image: image197.wmf]ABC

 со сторонами 3, 4, 5 (рисунок 50). Постройте изображение его высоты, проведенной к гипотенузе. 

Сколько решений имеет эта задача? 

11.** На рисунке 51 дано изображение равнобедренного треугольника 
[image: image198.wmf]ABC

 с основанием 
[image: image199.wmf]2

=

AC

 и высотой длины 3. Постройте изображение вписанного в треугольник квадрата, две вершины которого лежат на основании 
[image: image200.wmf]AC

, а две оставшиеся вершины — на боковых сторонах треугольника 
[image: image201.wmf]ABC

. 

12.** Постройте изображение правильного треугольника, имея изображение одной его вершины, описанной около него окружности и центра этой окружности. 

13.** Постройте изображение прямоугольника со сторонами 1 и 2, имея изображение одной его вершины, описанной около него окружности и центра этой окружности. 

Ответы и указания

Задача 2. На рисунке 7 изображены проекции трех вершин параллелограмма. Изобразите проекцию четвертой вершины параллелограмма. Сколько решений имеет задача? 

Указание. Любую из трех сторон заданного треугольника можно считать изображением диагонали параллелограмма. Поэтому задача имеет три решения. 

Задача 3. На   рисунке 8   изображен   куб  
[image: image202.wmf]1111

ABCDABCD

. Изобразите параллельную проекцию этого куба на плоскость основания 
[image: image203.wmf]ABCD

 в направлении: 
а) прямой 
[image: image204.wmf]1

AD

; 
б) прямой 
[image: image205.wmf]1

BD

. 

Указание. а) В проекции получится прямоугольник. 

б) В проекции получится шестиугольник. 

Задача 6. Постройте изображение сторон квадрата, если даны изображения середин его сторон, как на рисунке 9. 

Указание. На изображении стороны квадрата параллельны диагоналям заданного параллелограмма. 

Задача 7. Постройте изображения правильного шестиугольника 
[image: image206.wmf]ABCDEF

: 
а) по изображению вершин 
[image: image207.wmf]A

, 
[image: image208.wmf]B

, 
[image: image209.wmf]C

, как на рисунке 10; б) по изображению вершин 
[image: image210.wmf]A

, 
[image: image211.wmf]C

, 
[image: image212.wmf]E

, как на рисунке 11. 

Указание. а) Пусть 
[image: image213.wmf]O

 — центр правильного шестиугольника 
[image: image214.wmf]ABCDEF

. Тогда 
[image: image215.wmf]ABCO

, 
[image: image216.wmf]CDEO

, 
[image: image217.wmf]AFEO

 параллелограммы (и даже ромбы), 
[image: image218.wmf]BOOE

=

 (рис. 12.) Поэтому на изображении можно достроить проекцию параллелограмма 
[image: image219.wmf]ABCO

, затем проекцию точки 
[image: image220.wmf]E

, и после этого достроить проекции параллелограммов 
[image: image221.wmf]CDEO

 и 
[image: image222.wmf]AFEO

. 

б) Центр 
[image: image223.wmf]O

 правильного шестиугольника является точкой пересечения медиан треугольника 
[image: image224.wmf]ACE

. Поэтому на изображении треугольника 
[image: image225.wmf]ACE

 можно построить точку пересечения медиан, которая будет изображением точки 
[image: image226.wmf]O

, а затем построить изображения параллелограммов 
[image: image227.wmf]ABCO

, 
[image: image228.wmf]CDEO

, 
[image: image229.wmf]AFEO

. 

Задача 8
[image: image230.wmf]**

. Постройте изображение параллелограмма 
[image: image231.wmf]ABCD

 по изображению вершины 
[image: image232.wmf]A

, середины 
[image: image233.wmf]M

 стороны 
[image: image234.wmf]BC

 и середины 
[image: image235.wmf]N

 стороны 
[image: image236.wmf]CD

 (рисунок 14). 

Указание. Пусть 
[image: image237.wmf]P

 — точка пересечения  отрезков  
[image: image238.wmf]AC

  и  
[image: image239.wmf]MN

. Тогда  
[image: image240.wmf]MPPN

=

 и 
[image: image241.wmf]31

APPC

:=:

. Этими свойствами можно воспользоваться при построении изображения. 

Задача 9
[image: image242.wmf]*

. Постройте   изображение   трапеции   
[image: image243.wmf]ABCD

 по изображению вершины 
[image: image244.wmf]A

, середины 
[image: image245.wmf]M

 боковой стороны 
[image: image246.wmf]AB

 и середины 
[image: image247.wmf]N

 боковой стороны 
[image: image248.wmf]CD

, если известно, что 
[image: image249.wmf]3

ADBC

||=||

 (рисунок 16). 

Указание. Разделим основание 
[image: image250.wmf]AD

 трапеции на три равных отрезка (рис. 17). Тогда 
[image: image251.wmf]||||

ABCENF

, откуда следует, что точка 
[image: image252.wmf]P

 пересечения 
[image: image253.wmf]MN

 и 
[image: image254.wmf]CE

 является серединой отрезка 
[image: image255.wmf]MN

. Поэтому на изображении можно построить изображение точки 
[image: image256.wmf]P

, точки 
[image: image257.wmf]B

, а затем изображения параллелограммов 
[image: image258.wmf]AMPE

 и 
[image: image259.wmf]MBCE

. Остальное достраивается без труда. 

Задача 11
[image: image260.wmf]**

. На рисунке 18 дано изображение равнобедренного треугольника 
[image: image261.wmf]ABC

 с основанием 
[image: image262.wmf]2

AC

=

 и высотой длины 3. Постройте изображение вписанного в треугольник квадрата, две вершины которого лежат на основании 
[image: image263.wmf]AC

, а две оставшиеся вершины — на боковых сторонах треугольника 
[image: image264.wmf]ABC

. 

Указание. Обозначим сторону квадрата 
[image: image265.wmf]MNKL

 через 
[image: image266.wmf]x

 (рис. 19). Из подобия треугольников 
[image: image267.wmf]ABC

 и 
[image: image268.wmf]NBK

 следует, что 
[image: image269.wmf]xBHx

ACBH

-

=

, откуда 
[image: image270.wmf]6

5

x

=

, а поэтому 
[image: image271.wmf]32

BPPH

:=:

. Этим соотношением можно воспользоваться при построении изображения. 

Задача 12
[image: image272.wmf]**

. Постройте изображение правильного треугольника, имея изображение одной его вершины, описанной около него окружности и центра этой окружности. 

Указание. Сначала строим изображение 
[image: image273.wmf]11

AD

 диаметра и изображение 
[image: image274.wmf]KL

 перпендикулярного диаметра. Затем строим середину 
[image: image275.wmf]M

 отрезка 
[image: image276.wmf]1

OD

 и хорду 
[image: image277.wmf]11

BC

, параллельную 
[image: image278.wmf]KL

. Построенный таким образом треугольник 
[image: image279.wmf]111

ABC

 является изображением правильного треугольника, вписанного в окружность. 

Задача 13
[image: image280.wmf]**

. Постройте изображение прямоугольника со сторонами 1 и 2, имея изображение одной его вершины, описанной около него окружности и центра этой окружности. 

Указание. Пусть прямоугольник 
[image: image281.wmf]ABCD

, вписанный в окружность, имеет стороны 
[image: image282.wmf]1

AB

=

, 
[image: image283.wmf]2

BC

=

. Проведем 
[image: image284.wmf]BHAC

^

. По свойству высоты прямоугольного треугольника, проведенной к гипотенузе, 



[image: image285.wmf]22

14

AHHCABBC

:=:=:.


Этим соотношением и перпендикулярностью 
[image: image286.wmf]BH

 и 
[image: image287.wmf]AC

 можно воспользоваться при построении изображения. 
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