Тема 7. Наглядная стереометрия
09-07-02. Перпендикулярность

Теория

2.1. В пространстве положение пересекающихся плоскостей, а также прямой и плоскости может внешне сильно отличаться друг от друга. Для отражения этого различия вводят понятия угла между двумя плоскостями и угла между прямой и плоскостью. В девятом классе мы рассмотрим только перпендикулярность. 

Начнем с понятия перпендикулярности прямых. 

Две пересекающиеся прямые в пространстве перпендикулярны, если они пересекаются под прямым углом в содержащей их плоскости (рисунок 1). 

Две скрещивающиеся прямые называются перпендикулярными, если параллельные им пересекающиеся прямые перпендикулярны. Так, если на рисунке 2 через точку 
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 прямой a проведем прямую 
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b

, параллельную прямой 
[image: image3.wmf]b

, и 
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, то тогда по определению 
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Примером скрещивающихся перпендикулярных прямых могут служить прямые 
[image: image6.wmf]11
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 и 
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, проходящие через указанные ребра куба (рисунок 3). Действительно, 
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, а поэтому по определению 
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2.2. Прямая 
[image: image11.wmf]a

 и плоскость 
[image: image12.wmf]b

 в пространстве называются перпендикулярными, если прямая 
[image: image13.wmf]a

 перпендикулярна любой прямой в плоскости 
[image: image14.wmf]b

 (рисунок 4). 

Перпендикулярность прямой и плоскости обозначается знаком 
[image: image15.wmf]^

. 

В старших классах будет доказан, следующий признак:  
если две пересекающиеся прямые плоскости 
[image: image16.wmf]b

 перпендикулярны прямой 
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, то 
[image: image18.wmf]b

^

a

. 

Рассмотрим применение этого признака на примере куба. 

Каждое ребро куба перпендикулярно двум ребрам. Например 
[image: image19.wmf]^

BCAB

, 
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, а поэтому по признаку 
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. Аналогично можем получить, что 
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В кубе перпендикулярность ребер и граней позволяет находить много прямоугольных треугольников. Например, на рисунке 6 независимо от положения точек 
[image: image23.wmf]M

 и 
[image: image24.wmf]K

 получаем прямоугольный треугольник 
[image: image25.wmf]AMK

 с прямым углом при вершине 
[image: image26.wmf]A

. 

2.3. Плоскости, проходящие через две соседние грани куба, выделяются той особенностью, что каждая из них проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскости. Так, на рисунке 7 плоскость 
[image: image27.wmf]11
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 проходит через прямую 
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, которая перпендикулярна плоскости 
[image: image29.wmf]ABCD

, а плоскость 
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 проходит через прямую 
[image: image31.wmf]BC

, которая перпендикулярна плоскости 
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. 

Плоскости 
[image: image33.wmf]ABCD

 и 
[image: image34.wmf]11
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 являются примером двух взаимно перпендикулярных плоскостей. Это можно записать как 
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В общем случае мы получим две взаимно перпендикулярные плоскости, когда одну из плоскостей проведем через прямую, перпендикулярную другой плоскости (рисунок 8). 

Через прямую 
[image: image36.wmf]a

, перпендикулярную плоскости 
[image: image37.wmf]a

, можно провести сколько угодно плоскостей, перпендикулярных плоскости 
[image: image38.wmf]a

 (рисунок 9). 

Плоскость 
[image: image39.wmf]b

, перпендикулярная плоскости 
[image: image40.wmf]a

, отличается от плоскости 
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, не перпендикулярной плоскости 
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, положением прямых, перпендикулярных плоскости 
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. Если из точки 
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 плоскости 
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 провести прямую 
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 (рисунок 10), то основание перпендикуляра не будет лежать на прямой 
[image: image47.wmf]m

 пересечения 
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 и 
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. 
И совсем по-другому для плоскости 
[image: image50.wmf]b

 : если из точки B плоскости 
[image: image51.wmf]b

 провести перпендикуляр 
[image: image52.wmf]BK

 к плоскости 
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 (рисунок 11), то точка 
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 обязательно будет лежать на прямой 
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 пересечения 
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 и 
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. 

2.4. В предыдущих пунктах этого параграфа мы привели основные определения и некоторые свойства, связанные с перпендикулярностью прямых и плоскостей в пространстве. 

Отметим еще несколько довольно естественных свойств перпендикулярности в пространстве. 

Если прямая 
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, перпендикулярна плоскости 
[image: image59.wmf]a

, то прямая 
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, параллельная 
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, тоже перпендикулярна плоскости 
[image: image62.wmf]a

 (рисунок 12). 
Если плоскость 
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 перпендикулярна прямой 
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, то параллельная ей плоскость 
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 тоже перпендикулярна прямой 
[image: image66.wmf]m

 (рисунок 13). 
Если плоскость 
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 и 
[image: image68.wmf]b

 перпендикулярны, то параллельные им плоскости 
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¢

 и 
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¢

 тоже перпендикулярны (рисунок 14). 
Контрольные вопросы

1. Какие прямые в пространстве называются перпендикулярными? 

2. Сформулируйте определение перпендикулярности прямой и плоскости. 

3. Сформулируйте признак перпендикулярности прямой и плоскости. 

4. Как можно получить две взаимно перпендикулярные плоскости? 

Задачи и упражнения

1. Покажите, что на рисунке 15 взаимно перпендикулярны прямые: 

а) 
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; б) 
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2. Покажите, что на рисунке 15: 

а) 
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; б) 
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3.* Точки 
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, 
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, 
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, 
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 расположены на ребрах куба примерно так, как на рисунке 16. Покажите, что следующий треугольник является прямоугольным: 

а) 
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; д) 
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; е) 
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4. Покажите, что на рисунке 15 взаимно перпендикулярны плоскости: 

а) 
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; б) 
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