Тема 7. Наглядная стереометрия
09-07-03. Сечения куба и прямоугольного параллелепипеда

Теория

3.1. Приведенные в предыдущих параграфах этой главы свойства прямых и плоскостей позволяют изучать свойства пространственных фигур. В этом параграфе рассмотрим, какой вид имеет плоское сечение куба или прямоугольного параллелепипеда. Для иллюстраций будем изображать куб примерно так, как на рисунке 1, и использовать обозначение 
[image: image1.wmf]1111
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. Длину ребра куба будем обозначать буквой 
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. 

Ребра куба разбиваются на четверки параллельных между собой ребер. Например, 
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. Отсюда, в частности, следует, что прямые 
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 и 
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 лежат в одной плоскости. Плоскость 
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 пересекает куб так, как это изображено на рисунке 2. 

Полученный четырехугольник 
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 представляет сечение куба плоскостью 
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. Так как 
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, то 
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, а поэтому у четырехугольника 
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 угол 
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 прямой, а стороны 
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 и 
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 равны и параллельны. 
Поэтому 
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 прямоугольник. 

3.2. Пересечем куб любой плоскостью, проходящей через одно из ребер. Тогда в сечении всегда получается прямоугольник. 

Действительно, проведем плоскость, например, через точки 
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 и 
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 и 
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 на ребре 
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 такую, что 
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. Тогда в сечении получим четырехугольник 
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, как на рисунке 3. У него 
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, как линии пересечения параллельных граней, и по такой же причине 
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. Далее, так как 
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, то и 
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. В результате получаем, что в сечении — прямоугольник. Найдем стороны этого прямоугольника: 


[image: image26.wmf]11

||=||=,

ABMNa



[image: image27.wmf]22

11111

||=||=||+||=

ANBMADDN


[image: image28.wmf]13

120

3

a

a

»×,.


Еще одно свойство построенного сечения получим из того, что оно проходит через прямую, перпендикулярную плоскости 
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. Поэтому 
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3.3. Сечением куба плоскостью, параллельной любой его грани, является квадрат. Например, на рисунке 4 проведена плоскость, параллельная основанию 
[image: image31.wmf]ABCD

. Полученный в сечении квадрат равен квадрату 
[image: image32.wmf]ABCD

 и имеет стороны, соответственно параллельные сторонам квадрата 
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. 

3.4.** Много интересного можно извлечь из перпендикулярности диагоналей одной грани куба. Для примера возьмем 
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 и 
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 (рисунок 5). Тогда 
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, а поэтому 
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. Это значит, что любая прямая плоскости 
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 перпендикулярна 
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. В частности, 
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Но точно так же можно получить, что 
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, 
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, а поэтому плоскость 
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 перпендикулярна прямой 
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, что совсем не очевидно (рисунок 6). 

Отмеченные закономерности позволяют находить некоторые новые взаимно перпендикулярные плоскости. Например, 
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 (рисунок 7). 

3.5.* Куб обладает многими видами симметрии. 

Куб симметричен относительно своего центра 
[image: image48.wmf]O

. Это сразу получается, если установить равенства 
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 (рисунок 8). 

Куб симметричен относительно плоскости, проходящей через середины параллельных ребер. Рассмотрим, например, плоскость 
[image: image53.wmf]MNKL

 на рисунке 9. Симметричность куба относительно этой плоскости следует из того, что 
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, 
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Куб симметричен, например, относительно плоскости 
[image: image59.wmf]11
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 (рисунок 10). Это следует из того, что 
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[image: image63.wmf]11

=

ANNC

. 

3.6.* Прямоугольный параллелепипед хорошо известен с младших классов. Его гранями являются прямоугольники. Длины ребер 
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[image: image66.wmf]¢

||=

AAc

 (рисунок 11) называются измерениями прямоугольного параллелепипеда. 

Свойства ребер и граней прямоугольного параллелепипеда во многом аналогичны тем свойствам, которые описаны для куба. Например, при пересечении прямоугольного параллелепипеда плоскостью, проходящей через любое ребро, получается прямоугольник (рисунок 12). 

Сумма площадей всех граней прямоугольного параллелепипеда называется его полной поверхностью. Полную поверхность прямоугольного параллелепипеда можно вычислять по формуле: 
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Объем прямоугольного параллелепипеда вычисляется по известной формуле: 
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Контрольные вопросы

1. Какие прямые в пространстве называются перпендикулярными? 

2. Сформулируйте определение перпендикулярности прямой и плоскости. 

3. Как Вы понимаете сечение куба плоскостью? 

4.* Какими видами симметрии обладает куб? 

5.* Что называется полной поверхностью прямоугольного параллелепипеда и по какой формуле она вычисляется? 

6. По какой формуле вычисляется объем прямоугольного параллелепипеда? 

Задачи и упражнения

1. Ребро куба имеет длину 
[image: image69.wmf]a

. Вычислите расстояние от центра куба до его вершин и граней. 

2. Вычислите площадь сечения 
[image: image70.wmf]1
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 куба 
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, имеющего ребро 
[image: image72.wmf]a

. 

3.** Покажите, что всего имеется 9 плоскостей, относительно которых куб симметричен (эти плоскости называются плоскостями симметрии куба). 

4.** Найдите такую плоскость, чтобы в сечении куба этой плоскостью получился правильный шестиугольник. 

5.** Какой вид имеет проекция куба 
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 параллельно прямой 
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 на плоскость, перпендикулярную 
[image: image75.wmf]1

BD
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6.* Вычислите длину диагонали 
[image: image76.wmf]¢
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 прямоугольного параллелепипеда 
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 с измерениями 
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, 
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 и 
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7.* Вычислить площадь сечения 
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 прямоугольного параллелепипеда 
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 с измерениями 
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, 
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 и 
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8.** Сколько плоскостей симметрии имеет прямоугольный параллелепипед с двумя разными измерениями 
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9.** Сколько плоскостей симметрии имеет прямоугольный параллелепипед с тремя разными измерениями 
[image: image87.wmf]()
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Ответы и указания

Задача 3
[image: image88.wmf]**

. Покажите, что всего имеется 9 плоскостей, относительно которых куб симметричен (эти плоскости называются плоскостями симметрии куба). 

Указание. При симметрии относительно плоскости симметрии куба каждая грань куба переходит в какую-то грань. Выберем одну из граней куба. Существует четыре плоскости, при симметрии относительно которых эта грань переходит в себя, и по одной плоскости, при симметрии относительно которой выбранная грань переходит в одну из пяти остальных граней. Всего 9 плоскостей симметрии. 

Задача 7
[image: image89.wmf]*

. Вычислить площадь сечения 
[image: image90.wmf]ABC
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 прямоугольного параллелепипеда 
[image: image91.wmf]ABCDABCD

¢¢¢¢

 с измерениями 
[image: image92.wmf]a

, 
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 и 
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. 

Указание. В сечении получается треугольник, стороны которого равны 
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. Вычисляя косинус угла 
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, противолежащего стороне 
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, получаем 
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. Затем находим 
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Задача 8
[image: image103.wmf]**

. Сколько плоскостей симметрии имеет прямоугольный параллелепипед с двумя разными измерениями 
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Указание. При симметрии относительно плоскости симметрии этого параллелепипеда грань, являющаяся квадратом, переходит либо в себя (четыре таких плоскости), либо в равную ей грань (такая плоскость одна). Всего получается 5 плоскостей симметрии. 

Задача 9
[image: image105.wmf]**

. Сколько плоскостей симметрии имеет прямоугольный  параллелепипед  с  тремя  разными  измерениями 
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Указание. Три плоскости, при симметрии относительно каждой из которых одна из граней переходит в противоположную равную ей грань, –это все плоскости симметрии. 
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