Тема 7. Наглядная стереометрия
09-07-05. Сфера и шар

Теория

5.1. Рассмотрим сферу радиуса 
[image: image1.wmf]R

 с центром 
[image: image2.wmf]O

 (рисунок 1). Произвольная плоскость может не пересекать сферу, иметь со сферой одну общую точку или пересекать сферу по окружности, как изображено на рисунке 2. Наибольший радиус окружности сечения получается тогда, когда плоскость проходит через центр сферы (рисунок 1). 

Для дальнейшего изучения сфер очень важным оказывается следующее свойство. 

Отрезок, соединяющий центр сферы с центром окружности сечения, перпендикулярен плоскости сечения. 

Для пояснения этого свойства проведем 
[image: image3.wmf]a
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 (рисунок 3). Тогда для любых точек 
[image: image4.wmf]K

, 
[image: image5.wmf]L

, 
[image: image6.wmf]M

,... на линии пересечения получим прямоугольные треугольники 
[image: image7.wmf]OEK

, 
[image: image8.wmf]OEL

, 
[image: image9.wmf]OEM

 (рисунок 3). Эти треугольники равны, потому что 
[image: image10.wmf]OE

 — их общий катет, а гипотенузы 
[image: image11.wmf]OK

, 
[image: image12.wmf]OL

, 
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 равны как радиусы сферы. Отсюда следует, что 
[image: image14.wmf]KELEME
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Полное доказательство требует некоторых дополнительных рассуждений и будет рассмотрено в старших классах. 

5.2. Геометрическое тело, ограниченное сферой, называется шаром. 

Любая плоскость, пересекающая сферу по окружности, отсекает от шара радиуса 
[image: image15.wmf]R

 часть, называемую шаровым сегментом (рисунок 4). Шаровой сегмент характеризуется радиусом 
[image: image16.wmf]r

 и высотой 
[image: image17.wmf]h

 — отрезком перпендикуляра к его основанию от центра основания до центра сферы (рисунки 4 и 5). 

Для вычисления поверхностей и объемов шара и шаровых частей известны формулы. 

Поверхность сферы вычисляется по формуле: 
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Объем шара вычисляется по формуле: 
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Поверхность шарового сегмента вычисляется по формуле: 
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Объем шарового сегмента вычисляется по формуле: 
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Контрольные вопросы

1. Что такое сфера? 

2. Каким свойством обладает отрезок, соединяющий центр сферы с центром окружности, получающейся в сечении сферы плоскостью? 

3. По каким формулам вычисляется поверхность шара? 

4. По какой формуле вычисляется объем шара? 

5. Запишите формулу для вычисления объема шарового сегмента. 

Задачи и упражнения

1. Найдите объем шара радиуса 
[image: image22.wmf]R

, если: 

а) 
[image: image23.wmf]3
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 см; б) 
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 см; в) 
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 см. 

2. Во сколько раз объем шара, площадь поверхности которого равна 
[image: image26.wmf]S

, больше объема куба с такой же площадью поверхности? 

3. На сколько различаются объемы двух шаров, радиусы которых равны 
[image: image27.wmf]1
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4. Будем считать, что радиус земного шара 6350 км. Найдите длину параллели, если известно, что ее широта: 

а) 60
[image: image29.wmf]o

; б)
[image: image30.wmf]*

 30
[image: image31.wmf]o

; в) 55
[image: image32.wmf]o

. 

5.** Найдите геометрическое место центров всех сфер, проходящих через три данные точки 
[image: image33.wmf]A

, 
[image: image34.wmf]B

 и 
[image: image35.wmf]C

. 

6.** Найдите геометрическое место проекций заданной точки 
[image: image36.wmf]A

 на все плоскости, проходящие через другую заданную точку 
[image: image37.wmf]B

. 

7.* В шар радиуса r вписан куб, т. е. все вершины куба лежат на поверхности шара. Найдите длину ребра куба. 

8.* Куб с ребром 
[image: image38.wmf]a

 вписан в шар. Найдите радиус шара и высоту шарового сегмента, который отсекает от шара плоскость какой-либо грани куба. 

Ответы и указания

Задача 4. Будем считать, что радиус земного шара 6350 км. Найдите длину параллели, если известно, что ее широта: а) 60
[image: image39.wmf]o

; б)
[image: image40.wmf]*

 30
[image: image41.wmf]o

; в)
[image: image42.wmf]**

 55
[image: image43.wmf]o

. 

Указание. Параллелью называется линия пересечения поверхности земного шара плоскостью, которая параллельна плоскости экватора. Каждая параллель является окружностью. Широта параллели определяется по ее пересечению с меридианами. Если пересечь поверхность  земного шара  плоскостью,  проходящей через полюс и через центр, то в сечении получится окружность состоящая из двух меридианов. Широта параллели, изображенной на рис. 1 точками 
[image: image44.wmf]A

 и 
[image: image45.wmf]B

, определяется углом 
[image: image46.wmf]AOW

 (или 
[image: image47.wmf]BOE

). Так как 
[image: image48.wmf]AB

 — диаметр параллели, то радиус параллели можно вычислить из прямоугольного треугольника 
[image: image49.wmf]BOP

. Поэтому если 
[image: image50.wmf]R

 — радиус земного шара, 
[image: image51.wmf]j

 — широта параллели, то длина параллели равна 
[image: image52.wmf]2cos
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Задача 5**.  Найдите геометрическое место центров всех сфер, проходящих через три данные точки 
[image: image53.wmf]A

, 
[image: image54.wmf]B

 и 
[image: image55.wmf]C

. 

Указание. Рассмотрим три точки 
[image: image56.wmf]A

, 
[image: image57.wmf]B

, 
[image: image58.wmf]C

, не лежащие на одной прямой. 

I. Пусть 
[image: image59.wmf]O

 — центр сферы, проходящей через точки 
[image: image60.wmf]A

, 
[image: image61.wmf]B

, 
[image: image62.wmf]C

. Проведем перпендикуляр 
[image: image63.wmf]OH

 к плоскости 
[image: image64.wmf]ABC

. Тогда треугольники 
[image: image65.wmf]AOH

, 
[image: image66.wmf]BOH

, 
[image: image67.wmf]COH

 прямоугольные и равны. Отсюда следует, что в плоскости 
[image: image68.wmf]ABC

 точка 
[image: image69.wmf]H

 является центром окружности, описанной около треугольника 
[image: image70.wmf]ABC

. В итоге получаем, что центр 
[image: image71.wmf]O

 любой такой сферы лежит на перпендикуляре к плоскости 
[image: image72.wmf]ABC

, который проходит через центр окружности, описанной около треугольника 
[image: image73.wmf]ABC

. 

II. Пусть 
[image: image74.wmf]M

 — произвольная точка прямой 
[image: image75.wmf]l

, перпендикулярной к плоскости 
[image: image76.wmf]ABC

 и проходящей через центр окружности, описанной около треугольника 
[image: image77.wmf]ABC

. Тогда треугольники 
[image: image78.wmf]AHM

, 
[image: image79.wmf]BHM

, 
[image: image80.wmf]CHM

 прямоугольные и равны, откуда следует, что 
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