Тема 7. Наглядная стереометрия
09-07-06. Цилиндр и конус

Теория

6.1. Цилиндр как пространственная фигура уже встречался. Цилиндр можно получить вращением плоского прямоугольника 
[image: image1.wmf]ABKM

 относительно прямой 
[image: image2.wmf]KM

 (рисунок 1). В этом случае прямая 
[image: image3.wmf]KM

 является осью цилиндра, отрезок 
[image: image4.wmf]KM

 — его высотой. 

Нижний круг, ограничивающий цилиндр, называют нижним основанием цилиндра, а верхний круг — соответственно называют верхним основанием. 

Любой отрезок, который соединяет точку границы нижнего основания с точкой границы верхнего основания и который параллелен оси цилиндра называют образующей цилиндра. На рисунке 1 отрезок 
[image: image5.wmf]AB

 является одной из образующих цилиндра. Любой отрезок 
[image: image6.wmf]AB

, параллельный оси и соединяющий точки верхнего и нижнего оснований цилиндра, называется образующей. 

Рассматривают также цилиндрическую поверхность, которую можно получить вращением прямой 
[image: image7.wmf]AB

 относительно параллельной ей оси 
[image: image8.wmf]MK

. Тогда цилиндр можно понимать как геометрическое тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя плоскостями, перпендикулярными оси вращения. 

6.2. При пересечении цилиндра плоскостью, перпендикулярной к оси получается круг (рисунок 2). 

При пересечении цилиндра плоскостью, наклонной к оси, получается эллипс или часть эллипса (рисунок 3). 

6.3. Для записи формул поверхности и объема цилиндра обозначим его высоту 
[image: image9.wmf]h

, радиус основания 
[image: image10.wmf]r

, площадь основания 
[image: image11.wmf]S

. Тогда боковая поверхность цилиндра вычисляется по формуле: 
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полная поверхность вычисляется по формуле: 
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объем цилиндра вычисляется по формуле: 
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6.4.** Симметричность цилиндра относительно середины высоты позволяет вычислить объем следующей фигуры. Рассечем цилиндр плоскостью пополам, как на рисунке 4. Половинки симметричны относительно середины высоты, поэтому имеют равные объемы, каждый из которых 
[image: image15.wmf]2
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Данное свойство позволяет легко наполнить кастрюлю водой наполовину. 

6.5. Рассмотрим пространственную фигуру, получаемую вращением плоского прямоугольного треугольника относительно прямой, проходящей через его катет. Такая фигура называется конусом. 

Круг, получаемый вращением катета 
[image: image16.wmf]AH

 (рисунок 5), называется основанием конуса, прямая 
[image: image17.wmf]SH

 — осью конуса, отрезок 
[image: image18.wmf]SH

 — его высотой. 

Любой отрезок, соединяющий вершину 
[image: image19.wmf]S

 с точкой на окружности основания, называется образующей. 

Рассматривают также коническую поверхность, которую можно получить вращением прямой 
[image: image20.wmf]SA

 относительно оси 
[image: image21.wmf]SH

 при постоянном угле между прямой и осью. Тогда конус можно понимать как геометрическое тело, ограниченное конической поверхностью и плоскостью, перпендикулярной оси вращения. 

6.6. Сечение конуса плоскостью, проходящей через ее ось, называется осевым сечением конуса. Любое осевое сечение является равнобедренным треугольником, боковые стороны которого — это образующие, а основание — диаметр основания конуса (рисунок 6). 

При сечении конуса любой другой плоскостью, проходящей через вершину, тоже получается равнобедренный треугольник (рисунок 7). 

6.7. При пересечении конуса плоскостью, параллельной основанию, получается окружность. При пересечении другими плоскостями, не проходящими через вершину конуса, могут получаться: 

— эллипсы, как на рисунке 8; 

— параболы, как на рисунке 9, когда секущая плоскость параллельна образующей конуса; 

— гиперболы, как на рисунке 10, когда, например, секущая плоскость не проходит через вершину конуса и параллельна его оси. 

6.8. Для записи формул поверхности и объема конуса обозначим высоту конуса 
[image: image22.wmf]h

, радиус его основания обозначим 
[image: image23.wmf]r

, площадь основания — 
[image: image24.wmf]S

, длину образующей — 
[image: image25.wmf]l

 (рисунок 11). Тогда боковая поверхность конуса вычисляется по формуле: 
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полная поверхность конуса вычисляется по формуле: 
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объем конуса вычисляется по формуле: 
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Контрольные вопросы

1. Что называется цилиндром? 

2. Какой вид может иметь сечение цилиндра плоскостью? 

3. Что такое конус? 

4. Что называется осевым сечением конуса? 

5. Какой вид может иметь сечение конуса произвольной плоскостью? 

6. Запишите формулы для вычисления боковой и полной поверхности цилиндра. 

7. Запишите формулу для вычисления объема цилиндра. 

8. Запишите формулы для вычисления боковой и полной поверхности конуса. 

9. Запишите формулу для вычисления объема конуса.

Задачи и упражнения

1. Сечение цилиндра плоскостью, проходящей через его ось, является квадратом со стороной 
[image: image29.wmf]a

. Вычислите объем цилиндра. 

2. Боковая поверхность цилиндра свернута из квадрата со стороной 
[image: image30.wmf]a

. Вычислите объем цилиндра. 

3.* Найдите объем и полную поверхность коленчатой цилиндрической трубы радиуса 
[image: image31.wmf]r

 с длиной оси 
[image: image32.wmf]+=

ABBCa

, изображенной на рисунке 12. 

4.** Докажите, что плоскость, пересекающая боковую поверхность цилиндра, но не пересекающая его оснований, делит высоту цилиндра, боковую поверхность и объем в одном и том же отношении. 

Указание. Рассмотрите сначала сечение плоскостью, перпендикулярной к оси цилиндра. 

5. Осевое сечение конуса является правильным треугольником со стороной 
[image: image33.wmf]a

. Вычислите объем конуса. 

6.* Боковая поверхность конуса свернута из полукруга радиуса 
[image: image34.wmf]R

. Найдите объем конуса. 

7.* В конус вписан цилиндр так, что одно основание цилиндра лежит на основании конуса, а другое основание цилиндра есть сечение конуса плоскостью, перпендикулярной оси конуса. Радиус основания цилиндра в два раза меньше радиуса основания конуса. Найдите отношение объемов цилиндра и конуса. 

8.* Через вершину конуса проведена плоскость, пересекающая основание конуса по хорде длины 
[image: image35.wmf]a

. Найти площадь сечения, если высота конуса 
[image: image36.wmf]h

 и радиус основания 
[image: image37.wmf]r

. 

9. Угол при вершине осевого сечения конуса равен 120
[image: image38.wmf]o

. Найдите объем конуса, если радиус основания конуса 
[image: image39.wmf]r

. 

10.** В шар вписаны цилиндр и конус одной и той же высоты, равной радиусу шара. Найти отношение объемов цилиндра и конуса. 

11.* Осевым сечением цилиндра является квадрат, а осевым сечением конуса – правильный треугольник, равновеликий квадрату. Найдите отношение объемов цилиндра и конуса. 

12.** Цилиндр, конус и шар имеют одинаковые объемы, причем диаметр шара равен как высоте цилиндра, так и высоте конуса. Найдите отношение полной поверхности цилиндра к полной поверхности конуса.

13.* Найдите объем тела, получающегося при вращении прямоугольного треугольника с катетами 
[image: image40.wmf]a

 и 
[image: image41.wmf]b

 вокруг гипотенузы. 

14. Боковая поверхность конуса в два раза больше площади основания. Найдите объем конуса, если длина образующей конуса равна 
[image: image42.wmf]l

. 

15.** Центр сферы совпадает с центром основания конуса, а радиус сферы равен радиусу основания конуса. Покажите, что сфера пересекает боковую поверхность конуса по окружности, и найдите радиус этой окружности, если высота конуса равна 
[image: image43.wmf]H

, а угол при вершине осевого сечения конуса равен 60
[image: image44.wmf]o

.
Ответы и указания
Задача 2. Боковая поверхность цилиндра свернута из квадрата со стороной 
[image: image45.wmf]a

. Вычислите объем цилиндра. 

Указание. Основаниями этого цилиндра будут круги с ограничивающей окружностью, длина которой равна 
[image: image46.wmf]a

, а поэтому радиус основания 
[image: image47.wmf]2
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Задача 3
[image: image48.wmf]*

. Найдите объем и площадь полной поверхности коленчатой цилиндрической трубы радиуса 
[image: image49.wmf]r

 с длиной оси 


[image: image50.wmf]ABBCa
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изображенной на рисунке 1. 

Указание. Если эту фигуру разрезать по месту стыковки, то из получившихся частей можно составить цилиндр радиуса 
[image: image51.wmf]r

 и высоты 
[image: image52.wmf]ABBC

+

. 

Задача 6. Боковая поверхность конуса свернута из полукруга радиуса 
[image: image53.wmf]R

. Найдите объем конуса. 

Указание. Основанием этого конуса будет круг с ограничивающей окружностью, длина которой равна 
[image: image54.wmf]R

p

, а поэтому радиус основания конуса 
[image: image55.wmf]2
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. Зная длину образующей и радиус основания, нетрудно вычислить высоту конуса, а затем объем. 

Задача 8
[image: image56.wmf]*

. Через вершину конуса проведена плоскость, пересекающая основание конуса по хорде длины 
[image: image57.wmf]a

. Найти площадь сечения, если высота конуса 
[image: image58.wmf]h

 и радиус основания 
[image: image59.wmf]r

. 

Указание. Пусть 
[image: image60.wmf]AB

 — хорда основания конуса (рис.2). Проведем 
[image: image61.wmf]HKAB

^

. Тогда плоскость 
[image: image62.wmf]SHK

 перпендикулярна 
[image: image63.wmf]AB

, а поэтому отрезок 
[image: image64.wmf]SK

 является высотой треугольника 
[image: image65.wmf]ASB

, являющегося сечением конуса. Из прямоугольного треугольника 
[image: image66.wmf]AHK

 находим 
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и после этого из прямоугольного треугольника 
[image: image68.wmf]SHK

 находим 
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Следовательно, 



[image: image70.wmf]2

22

1

24

сеч

a

Sahr

.

=+-.


Задача 13
[image: image71.wmf]*

. Найдите объем тела, получающегося при вращении прямоугольного треугольника с катетами 
[image: image72.wmf]a

 и 
[image: image73.wmf]b

 вокруг гипотенузы. 

Указание. Пусть   
[image: image74.wmf]90
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.  Проведем  
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 (рис. 3). Тогда 
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Искомое тело можно составить из двух конусов, которые получаются вращением треугольников 
[image: image79.wmf]ACH

 и 
[image: image80.wmf]BCH

 вокруг оси 
[image: image81.wmf]AB

. Поэтому объем всего тела равен 
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