Тема 8. Последовательности и прогрессии
В этой теме Вы ознакомитесь с числовыми последовательностями, среди которых особо выделены арифметическая и геометрическая прогрессии в виду большой их практической значимости. Вы ознакомитесь также с методом математической индукции, как особым способом доказательства в математике, и очень полезным неравенством Бернулли. 

09-08-01. Числовые последовательности

Теория

1.1. Нам уже не раз приходилось говорить о последовательно расположенных числах или других объектах. Так, последовательно расположенные цифры в записи 1995 выражают номер года. Ломаная есть последовательность точек (вершин) 
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Вы знаете, что сумма внутренних углов выпуклого многоугольника, имеющего 
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 сторон, равна 180
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. Придавая 
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 значения 3, 4, 5, ..., получим последовательность сумм углов: 
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Можно рассматривать последовательность квадратов натуральных чисел 
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последовательность простых чисел 
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и так далее. 

Вычисляя 
[image: image14.wmf]2

, получим последовательность приближенных значений по недостатку 
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и последовательность приближенных значений с избытком 
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Дадим общее определение бесконечной числовой последовательности. 

Числовой последовательностью называется числовая функция 
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, определенная на множестве 
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 всех натуральных чисел. 

Полагая 
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, мы получим значения этой функции 
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которые называются членами последовательности: 
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 — первый член последовательности, 
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 — второй член, 
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 — третий член и так далее. 

Обычно члены последовательности 


[image: image24.wmf](1)(2)(3)()

,,,...,...

ffffn


обозначают переменной с индексами: 
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Число 
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 называется общим (или 
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-ым) членом последовательности. При этом  
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 называют иногда номером члена последовательности. 

Иногда для краткости последовательность 
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1.2.** Задать последовательность — это значит указать правило, по которому вычисляется ее общий член. Правило может иметь вид формулы, например, 
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. В этом случае по номеру вычислить значение члена последовательности нетрудно. 

Иногда правило может быть более сложным. Так, в последовательности простых чисел 2,3,5,...,
[image: image32.wmf]n
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,... первый член 2 — это первое простое число в натуральном ряде 1,2,3,...; второй член 3 — это первое простое число, которое следует в натуральном ряде за числом 2; третий член 5 — это первое простое число в натуральном ряде, которое следует за числом 3 и так далее. Если простое число 
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 найдено, то в качестве члена 
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 мы должны взять первое простое число в натуральном ряде, которое встретится после числа 
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Другими словами, простые числа выбираются из последовательности натуральных чисел 1,2,3,...,
[image: image36.wmf]n

,... и располагаются одно за другим в порядке возрастания. Пользуясь этим правилом, легко выписать первые 10 членов последовательности простых чисел. Это будут простые числа: 
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Однако, получение формулы для 
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- го простого числа — это сложная задача, которая до настоящего времени не решена. 

1.3. Иногда последовательности задаются рекуррентными соотношениями. При этом выписывают значения одного или нескольких начальных членов последовательности, а для вычисления каждого последующего 
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-го члена задают формулу, позволяющую через один член или несколько предыдущих членов вычислить этот 
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-ый член. 
“reccuro” по латински означает “возвращаться“
Например, полагая 
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мы получим последовательность чисел Фибоначчи (итальянский средневековый математик  (около 1200 г.)): 


[image: image42.wmf]11235813

,,,,,,,...,


Общий член этой последовательности можно выразить также формулой 
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Эту формулу удобно использовать, например, для приближенного вычисления 
[image: image44.wmf]n

-го числа Фибоначчи. Однако, начальные числа Фибоначчи проще вычислять по рекуррентной формуле. 

1.4. По определению из пункта 1.1 последовательность является бесконечной, если за каждым ее членом следуют другие члены этой последовательности. 

Иногда приходится рассматривать конечные последовательности, то есть такие, у которых число членов конечно. Например, для каждой конкретной ломаной последовательность 
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 ее вершин конечна. 

Когда нас интересует конечная последовательность чисел 
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, то кроме правила, по которому вычисляются члены последовательности, указывают границы изменения номера 
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Например, последовательность 
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 количества дней в каждом месяце 1995 года, перечисляемых с января по декабрь, нужно задавать для номеров 
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 таких, что 
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1.5.** Числовая последовательность определена как числовая функция, заданная на множестве 
[image: image55.wmf]N

 натуральных чисел. 

Иногда рассматривают числовые функции, заданные на подмножествах множества 
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. Например, пусть 
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 –множество всех натуральных степеней числа 10, а функция 
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 для каждого 
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 принимает значение 
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. В этом случае перечисление значений функции 
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 по всем элементам из множества 
[image: image62.wmf]A

 в порядке их возрастания позволяет расположить значения функции 
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 в последовательность: 
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В результате приходим к последовательности логарифмов по основанию 10 для степеней числа 10. 

Когда рассматривают числовую функцию, заданную на отрезке 
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 натурального ряда 
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, то получают конечную числовую последовательность. 

Контрольные вопросы

1. Что называется числовой последовательностью? 

2. Что такое общий член последовательности? 

3.** Как образуется последовательность чисел Фибоначчи? 

4. Какую последовательность называют конечной? 

Задачи и упражнения

1. Вычислите десять начальных членов последовательности, заданной формулой: 

а) 
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2. Последовательность задана формулой 
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3.* Запишите 12 начальных членов последовательности: 

а) 
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4. Запишите формулой общий член последовательности: 

а) 1; -1; 1; -1; 1; ...; 

б) 1; 3; 5; 7; 9; ...; 

в) 1; 
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5.* Последовательность задана формулой 
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6.** Последовательность имеет общий член 
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 Вычислите 10-й член этой последовательности с точностью до 0,1. 

7.* Последовательность составляют расположенные по возрастанию такие натуральные числа, которые одновременно делятся на 13 и на 17. Найдите общий член этой последовательности. 

8. Дан квадрат со стороной 1. Исходя из него составим последовательность квадратов, в которой каждый последующий квадрат имеет своими вершинами середины сторон предыдущего квадрата. Найдите общий член последовательности площадей этих квадратов. 
9. Вычислите шесть начальных членов последовательности, заданной рекуррентным соотношением: 

а) 
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10.** Сравните десять начальных членов последовательностей 
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11. Задача Фибоначчи о кроликах. 

Определить число пар зрелых кроликов, образовавшихся от одной пары в течение года, если известно, что каждая зрелая пара кроликов ежемесячно рождает новую пару, причем новорожденные достигают полной зрелости в течение месяца. 

12.** Как при помощи чисел Фибоначчи доказать равенство 
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13.** По какому правилу в последовательности Фибоначчи расположены нечетные и четные числа? 

14.** Сколько простых чисел среди первых 15 чисел Фибоначчи? 

Замечание. До сих пор (1994) неизвестно, конечно или бесконечно число всех простых чисел в последовательности Фибоначчи. 

15.** Используя формулу (1), докажите, что сумма квадратов двух соседних чисел Фибоначчи есть также некоторое число Фибоначчи. 

16.** Методом от противного докажите, что соседние числа Фибоначчи взаимно просты, то есть не имеют общих простых делителей. 

Ответы и указания

Задача 3
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. Запишите 12 начальных членов последовательности: 
а) 
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 — целая часть 
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Указание. а) Члены с нечетными номерами равны нулю, а с четными номерами являются членами геометрической прогрессии со знаменателем 4; 

б) 
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Задача 6
[image: image131.wmf]**

. Последовательность имеет общий член 
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Вычислите 10-й член этой последовательности с точностью до 
[image: image133.wmf]01
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Указание. 
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Задача 12
[image: image135.wmf]**

. Как при помощи чисел Фибоначчи доказать равенство 
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Указание. К равенству имеет отношение тринадцатое число из последовательности Фибоначчи. 

Задача 16
[image: image137.wmf]**

. Методом от противного докажите, что соседние числа Фибоначчи взаимно просты, то есть не имеют общих простых делителей. 

Указание. Предположим, что при каком-то 
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 также имеют общий делитель 
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. Продолжая это рассуждение, придем к тому, что числа 
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 имеют общий делитель 
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, но это неверно.
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