Тема 8. Последовательности и прогрессии
09-08-02. Арифметическая прогрессия

Теория

2.1. Последовательность четных натуральных чисел 2, 4, 6, ... обладает тем свойством, что каждый ее член, начиная со второго, равен предыдущему члену, сложенному с одним и тем же числом 2. Вы знаете, что такую последовательность называют арифметической прогрессией. 

Арифметическую прогрессию удобно определить с помощью рекуррентного соотношения. 

Числовая последовательность 
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, 
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, 
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, ... называется арифметической прогрессией, если для всех натуральных 
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 выполняется равенство 
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где 
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 — фиксированное число. 

Для вычисления значения 
[image: image7.wmf]n

-го члена 
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 арифметической прогрессии достаточно знать ее первый член 
[image: image9.wmf]1
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 и разность 
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. Тогда по рекуррентной формуле 
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 можно последовательно получить: 
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и так далее. 

Пример 1. Запишем арифметическую прогрессию с первым членом 
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 и разностью 
[image: image16.wmf]1

=-

d

. По рекуррентной формуле вычислим: 
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В результате получаем последовательность целых отрицательных чисел -1, -2, -3, -4, ..., -
[image: image20.wmf]n

, ... 

Пример 2. Запишем арифметическую прогрессию с первым членом 
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 и разностью 
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. По рекуррентной формуле вычислим: 
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и так далее. 

В результате получаем последовательность, все члены которой равны 1: 
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2.2. Вспомним формулу для вычисления 
[image: image25.wmf]n

-го члена арифметической прогрессии 
[image: image26.wmf]123
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, если известны ее первый член 
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 и разность 
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Формула (2) называется формулой 
[image: image30.wmf]n

-го члена арифметической прогрессии. 

Эту формулу можно прочитать так:  
n-й член арифметической прогрессии равен первому члену, сложенному с произведением разности на число предшествующих членов. 

Разберем два примера. 

Пример 3. Найдем сотый член арифметической прогрессии 
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Зная 
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, найдем разность: 
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. Следовательно, по формуле (2) 
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Пример 4. В арифметической прогрессии 
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. Найти формулу 
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-го члена. 

По формуле (2) 
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Следовательно, для нахождения 
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 и 
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 можем записать систему линейных уравнений: 
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2.3.* По определению арифметической прогрессии 
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 имеем равенство 
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 при любом натуральном 
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. Следовательно, если возьмем натуральное 
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 и подставим вместо 
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 выражение 
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, то получим равенство 
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. Значит, при любом 
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 можем записать два равенства 


[image: image53.wmf]1

+

=+,

nn

aad



[image: image54.wmf]1

-

=+.

nn

aad


Почленным вычитанием получаем равенство 
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откуда 
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Таким образом, каждый член арифметической прогрессии, начиная со второго, равен среднему арифметическому двух соседних с ним членов. 

2.4. Вспомним формулу суммы 
[image: image57.wmf]n

 первых натуральных чисел, которую можно получить следующим приемом. 

Обозначим сумму через 
[image: image58.wmf](1)
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 и запишем двумя способами, располагая слагаемые сначала по возрастанию, а потом — в обратном порядке. 
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Складывая эти равенства почленно, получим 
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Так как число одинаковых слагаемых в правой части равно 
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откуда получаем известную формулу 
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2.5. Разобранный в предыдущем пункте прием позволяет выразить сумму 
[image: image65.wmf]n

 начальных членов арифметической прогрессии 
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 через 
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 и 
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Обозначим сумму 
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 начальных членов арифметической прогрессии через 
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Теорема. Сумма 
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 начальных членов арифметической прогрессии 
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 равна полусумме первого и 
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-го членов, умноженной на 
[image: image74.wmf]n
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Доказательство. Запишем сумму 
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 двумя способами 
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Установленные свойства арифметической прогрессии позволяют записать в этих равенствах слагаемые 
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Отсюда сложением получаем: 
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Так как число одинаковых слагаемых в первой части равно 
[image: image85.wmf]n

, то 
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откуда 


[image: image87.wmf]1

2

+

=×.

n

n

aa

Sn


Теорема доказана. 

Пример 5. Найдем сумму ста начальных натуральных чисел, делящихся на три. 

Натуральные числа, кратные трем, образуют арифметическую прогрессию 
[image: image88.wmf]3693
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с первым членом 
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. Нам нужно вычислить сумму 100 начальных членов. Следовательно, в формуле (4) надо взять 
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Пример 6. Возьмем формулу (4). 

Вместо 
[image: image93.wmf]n
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 подставим его выражение (2) через 
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. Получим: 
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Следовательно, 
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Это та формула, которая встречалась в седьмом классе. 

Пример 7. Четвертый член арифметической прогрессии равен 7, а седьмой член равен 1. Сколько нужно взять начальных членов этой прогрессии, чтобы сумма их равнялась 49? 

Пусть первый член прогрессии равен 
[image: image99.wmf]1
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, а разность равна 
[image: image100.wmf]d

. Тогда по формуле (2) имеем: 
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Отсюда 
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. По формуле (5) искомое число 
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 должно удовлетворять равенству 
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то есть уравнению 
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Сокращая на 2, получим 
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Раскрывая скобки и перенося слагаемые в одну часть, получим 
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Отсюда получаем, что квадратное уравнение имеет единственный корень 
[image: image110.wmf]7

=

n

. 

Ответ: Нужно взять 7 начальных членов. 

2.6.** Вычислим сумму 
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 квадратов 
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 первых натуральных чисел: 
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Воспользуемся тождеством 
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Придавая 
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 значения 1,2,...,
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, можем записать равенства: 
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Складывая эти равенства почленно, получим: 
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или 
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Заменяем 
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 по формуле (3): 
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Отсюда 
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Таким образом, 
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Эту формулу легко запомнить, если записать ее в виде: 
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или в виде 
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Контрольные вопросы

1. Какая числовая последовательность называется арифметической прогрессией? 

2. Докажите, что каждый член арифметической прогрессии, начиная со второго, равен среднему арифметическому двух соседних с ним членов. 

3. Как выражается 
[image: image133.wmf]n

- ый член арифметической прогрессии через первый член и разность этой прогрессии? 

4. По какой формуле вычисляется сумма 
[image: image134.wmf]n

 начальных натуральных чисел? 

5. Докажите формулу для суммы 
[image: image135.wmf]n

 начальных членов арифметической прогрессии. 

6.** По какой формуле вычисляется сумма квадратов 
[image: image136.wmf]n

 начальных натуральных чисел? 

Задачи и упражнения

1. Последовательность задается формулой 
[image: image137.wmf]53
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. Докажите, что это арифметическая прогрессия. Найдите 
[image: image138.wmf]1
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, 
[image: image139.wmf]d

. Изобразите последовательность графически. 

2. Последовательность задается формулой 
[image: image140.wmf]1
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. Докажите, что это арифметическая прогрессия. Найдите 
[image: image141.wmf]1

d

, 
[image: image142.wmf]d

. Изобразите последовательность графически. 

3. Найдите формулу 
[image: image143.wmf]n

-го члена арифметической прогрессии. 

а) -4, -8, -12, -16, ...; 

б) 29, 26, 23, 20, ...; 

в) 5, -2, -9, -16; 

г) 3, 
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ж)
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4. Найдите десятый член арифметической прогрессии, если 
[image: image160.wmf]1
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5. Найдите формулу 
[image: image162.wmf]n

-го члена арифметической прогрессии 6, 12, 18, 24, ... . 

6. Дана арифметическая прогрессия 
[image: image163.wmf]1
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 .... Найдите: 

а) 
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б) 
[image: image169.wmf]10
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в) 
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г) 
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a

, если 
[image: image176.wmf]1

5

=

a

, 
[image: image177.wmf]1

2

=-

d

; 

д) 
[image: image178.wmf]12
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7. Сколько раз пробьют часы за сутки, если они отбивают и получасы? 

8. Диаметры шкивов, насаженных на общий вал, образуют арифметическую прогрессию из пяти членов. Крайние члены ее равны 120 мм и 216 мм. Найдите диаметры промежуточных шкивов. 

9. На стороне угла откладываются от его вершины равные отрезки. Через их концы проводятся параллельные прямые (рис. 1). Докажите, что длины 
[image: image181.wmf]1
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,... отрезков этих прямых, заключенных между сторонами угла, образуют арифметическую прогрессию. 

10. Свободно падающее тело в вакууме проходит в первую секунду 4,9 м, а в каждую следующую секунду на 9,8 м больше. Какое расстояние пройдет тело за пятую секунду? 

11. В арифметической прогрессии найдите двадцать первый член, если первый член прогрессии равен 3, а разность равна 4. 

12. Найдите разность арифметической прогрессии, если 
[image: image184.wmf]1
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13. Найдите формулу 
[image: image186.wmf]n

-го члена арифметической прогрессии, если 
[image: image187.wmf]3
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14. При каких 
[image: image189.wmf]n

 члены арифметической прогрессии 15, 13, 11, ... отрицательны? 

15. Докажите, что для арифметической прогрессии 
[image: image190.wmf]1
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 для любого натурального числа 
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16. Найдите сумму 
[image: image195.wmf]n

 первых четных натуральных чисел. 

17. Найти сумму 10 членов арифметической прогрессии 18, 14, 10, 6, ... 

18.* Четвертый член арифметической прогрессии 9, девятый член равен -6. Сколько нужно взять членов, чтобы сумма их равнялась 54? 

19.** Докажите, что для всякой арифметической прогрессии выполняется равенство 
[image: image196.wmf]1284
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20.* В арифметической прогрессии 
[image: image197.wmf]39
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. Найдите 
[image: image198.wmf]11
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21.* Найти первый член и разность арифметической прогрессии, если 
[image: image199.wmf]5
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 и 
[image: image200.wmf]10
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22.** Вычислите сумму кубов 
[image: image201.wmf](3)
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 первых 
[image: image202.wmf]n

 натуральных чисел, используя тождество 
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23.* Свободно падающее тело в вакууме проходит в первую секунду 4,9 м, а в каждую следующую секунду на 9,8 м больше. Какое расстояние пройдет тело за 
[image: image204.wmf]t

 секунд? 

24. Какое натуральное число равно сумме всех ему предшествующих натуральных чисел? 

25.** Вычислите сумму квадратов 
[image: image205.wmf]n

 первых нечетных натуральных чисел. 

Ответы и указания

Задача 7. Сколько раз пробьют часы за сутки, если они отбивают и получасы? 

Указание. В каждый из 24 часов по два раза. 

Задача 8. Диаметры шкивов, насаженных на общий вал, образуют арифметическую прогрессию из пяти членов. Крайние члены ее равны 120 мм и 216 мм. Найдите диаметры промежуточных шкивов. 

Указание. Если 
[image: image206.wmf]d

(мм) — разность диаметров соседних шкивов, то 
[image: image207.wmf]2161204
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Задача 18
[image: image208.wmf]*

. Четвертый член арифметической прогрессии 
[image: image209.wmf]9

, девятый член равен 
[image: image210.wmf]6
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. Сколько нужно взять членов, чтобы сумма их равнялась 
[image: image211.wmf]54

? 

Указание. Пусть 
[image: image212.wmf]1
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 и 
[image: image213.wmf]d

 — первый член и разность арифметической прогрессии. Тогда по условию 
[image: image214.wmf]1
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d

=-

, 
[image: image217.wmf]1
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. Обозначив через 
[image: image218.wmf]n

 искомое число слагаемых, приходим к квадратному уравнению 
[image: image219.wmf]183(1)
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Задача 19
[image: image220.wmf]**

. Докажите, что для всякой арифметической прогрессии выполняется равенство 
[image: image221.wmf]1284
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Указание. Пусть 
[image: image222.wmf]1

a

 и 
[image: image223.wmf]d

 — первый член и разность арифметической прогрессии. Тогда задача сводится к проверке тождества 
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Задача 25
[image: image225.wmf]**

. Вычислите сумму квадратов 
[image: image226.wmf]n

 первых нечетных натуральных чисел. 

Указание. 
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