Тема 8. Последовательности и прогрессии
09-08-03. Геометрическая прогрессия

Теория

3.1. Последовательность 2,8,32,... обладает тем свойством, что каждый ее член, начиная со второго, равен предыдущему члену, умноженному на одно и то же число 4. Такую последовательность называют геометрической прогрессией. 

Геометрическую прогрессию удобно определить с помощью рекуррентного соотношения. 

Числовая последовательность 
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называется геометрической прогрессией, если все ее члены отличны от нуля и для всех натуральных 
[image: image2.wmf]n

 выполняется равенство 
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где 
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 — фиксированное число. 

Из определения следует, что 
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Для вычисления значения 
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-го члена геометрической прогрессии 
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 достаточно знать ее первый член 
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 и знаменатель 
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. Тогда из определения геометрической прогрессии по формуле 
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 имеем: 
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и так далее. 

Отсюда 
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Формула (7) называется формулой 
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-го члена геометрической прогрессии. 

Пример 1. Последовательность 
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 есть геометрическая прогрессия со знаменателем 
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 и 
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-ым членом 
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Пример 2. Последовательность 1,1,1,... является геометрической прогрессией со знаменателем 
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. Эта последовательность является также и арифметической прогрессией с разностью 
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Пример 3. Банк Капитал принимает вклады, начисляя по 200% годовых, а банк Копилка каждый месяц начисляет к текущему счету по 12%. В какой из банков выгоднее помещать денежные средства сроком на один год? 

Начисление процентов по вкладу за указанный период происходит следующим образом. Если на начало периода сумма вклада равна 
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, а на конец периода начисляется 
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, то сумма вклада увеличивается на 
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 и становится равной 
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. Поэтому в банке Копилка начальный вклад на сумму 
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 через месяц становится равным 
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, через два месяца становится равным 
[image: image28.wmf](112)112

×,×,

M

, и так далее. Следовательно, сумма вклада изменяется по закону геометрической прогрессии, и через 12 месяцев будет равна 
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Начальный вклад на сумму 
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 в банке Капитал через год становится равным 
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, то выгоднее поместить капитал в банк Копилка. 

3.2.* По определению геометрической прогрессии 
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 имеем равенство 
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 при любом натуральном 
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, откуда 
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. Следовательно, если возьмем натуральное 
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 и подставим вместо 
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 выражение 
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, то получим равенство 
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. Значит, при любом 
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 можем записать равенство 
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или 
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Отсюда следует, что если все члены геометрической прогрессии положительны, то 
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Значит,
каждый член геометрической прогрессии с положительными членами, начиная со второго, равен среднему геометрическому двух соседних с ним членов. 

3.3. В предыдущих классах на примерах мы разбирали, как вычислять сумму нескольких начальных членов геометрической прогрессии. Теперь получим общую формулу. 

Это можно сделать следующим образом. 

Вычислим сначала сумму 
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 последовательных степеней произвольного числа 
[image: image47.wmf]q

, не равного единице. 

Обозначим 
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Умножая обе части равенства на 
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, получим 
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Вычитая из верхнего равенства нижнее, находим: 
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Поскольку 
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, мы можем разделить обе части равенства на 
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Распространим теперь формулу (8) на случай любой геометрической прогрессии со знаменателем, отличным от 1. 

Теорема. Сумма 
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 первых членов геометрической прогрессии 
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 со знаменателем 
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 вычисляется по формуле: 
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Доказательство. Так как 
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то 
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Вынося множитель 
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 за скобки, получим по формуле (8) 
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Теорема доказана. 

Пример 4. Вычислим сумму 10 первых членов геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image63.wmf]1

2

=-

q

 и первым членом 
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Полученное число равно 
[image: image67.wmf]2
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 с избытком с точностью до 0,001. 

Пример 5. Рассмотрим последовательность десятичных дробей 
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Десятый член этой последовательности можно представить в виде суммы 
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Это сумма десяти начальных членов геометрической прогрессии с первым членом 
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 и знаменателем 
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Полученное число равно 
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 с избытком с точностью до 
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Контрольные вопросы

1. Что называется геометрической прогрессией? 

2. Напишите формулу 
[image: image75.wmf]n

-го члена геометрической прогрессии с первым членом 
[image: image76.wmf]1

b

 и знаменателем 
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3.* Как связаны между собой три подряд идущих члена геометрической прогрессии? 

4. По какой формуле вычисляется сумма 
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5. По какой формуле вычисляется сумма 
[image: image80.wmf]n

 начальных членов геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image81.wmf]1
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Задачи и упражнения

1. Дана геометрическая прогрессия с первым членом 
[image: image82.wmf]1
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 и знаменателем 
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. Найдите номер члена прогрессии, который равен 1. 

2. Число 486 является членом геометрической прогрессии 2,6,18,... Найдите номер этого члена. 

3.* В геометрической прогрессии 
[image: image84.wmf]6
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. Найдите формулу 
[image: image86.wmf]n

-го члена. 

4. Дан равносторонний треугольник со стороной, равно 1. Исходя из него, составим последовательность треугольников, в которой каждый последующий треугольник имеет своими вершинами середины сторон предыдущего треугольника. Докажите, что последовательность их площадей является геометрической прогрессией, и запишите 
[image: image87.wmf]n

-й член этой прогрессии. 

5.* Докажите, что если 
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 являются тремя последовательными членами геометрической прогрессии. 

6.* Как построить циркулем и линейкой отрезок длины 
[image: image92.wmf]b

 по данным отрезкам длин 
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 и 
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, если известно, что числа 
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 –три последовательных члена геометрической прогрессии? 

7. Найдите первый член и знаменатель геометрической прогрессии, если 
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8.** Сумма первых пяти членов геометрической прогрессии равна 5, а ее третий член равен 1. Найдите первый член прогрессии, если известно, что он меньше 1. 

9. В геометрической прогрессии с положительными членами 
[image: image98.wmf]3
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 и 
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. Найдите 
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 и знаменатель прогрессии. 

10. Бактерия, попав в живой организм, к концу одного часа делится на две, каждая из них к концу следующего часа делится опять на две и так далее. Найдите число бактерий, образовавшихся из одной бактерии к концу суток. 

11. Сбербанк начисляет на имеющуюся на начало года сумму вклада 
[image: image101.wmf]p%

 в год. На какую сумму увеличатся вложенные a рублей через 
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 лет? 

12.* Последовательность задается рекуррентным соотношением: 
[image: image103.wmf]1
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. Является ли эта последовательность: а) геометрической прогрессией; 

б) арифметической прогрессией? 

13. Найдите сумму первых пяти членов прогрессии: 
[image: image105.wmf]1
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14. В геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image106.wmf]3
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 сумма первых четырех членов равна 200. Найдите первый член прогрессии. 

15. Найдите число 
[image: image107.wmf]n

 членов геометрической прогрессии, если их сумма равна 635, а знаменатель прогрессии равен 2. 

16. Найдите знаменатель геометрической прогрессии 
[image: image108.wmf]123
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, если 
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17. Найдите сумму первых десяти членов геометрической прогрессии 
[image: image111.wmf]123
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, если 
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18.** Найдите первый член геометрической прогрессии, у которой отношение суммы первых пяти членов к сумме их обратных величин равно 49, а сумма первого и третьего членов равна 35. 

19.** Три числа составляют геометрическую прогрессию. Если второй член ее уменьшить на 4, то полученные три числа в том же порядке опять составляют геометрическую прогрессию. Если третий член новой прогрессии уменьшить на 9, то получится арифметическая прогрессия. Найдите эти числа. 

20.* Три числа 
[image: image114.wmf]>>
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 образуют в указанном порядке геометрическую прогрессию, а числа 
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 составляют арифметическую прогрессию. Найдите знаменатель геометрической прогрессии. 

21.* Докажите, что сумму 
[image: image118.wmf]n

 начальных членов геометрической прогрессии 
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[image: image120.wmf]1

1

-

-

=

n

bbq

n

q

S

 
[image: image121.wmf](1)

¹

q

. 

Ответы и указания

Задача 3
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. В геометрической прогрессии 
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. Найдите формулу 
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-го члена. 

Указание. Пусть 
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 и 
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 — первый член и знаменатель геометрической прогрессии. Тогда по условию 
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, и далее возможны два случая. 

Задача 6
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. Как построить циркулем и линейкой отрезок длины 
[image: image132.wmf]b

 по данным отрезкам длин 
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 и 
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, если известно, что числа 
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, 
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, 
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 — три последовательных члена геометрической прогрессии? 

Указание. Построение отрезка длины 
[image: image138.wmf]ac

 изучалось в геометрии. 

Задача 8
[image: image139.wmf]**

. Сумма первых пяти членов геометрической прогрессии равна 5, а ее третий член равен 1. Найдите первый член прогрессии, если известно, что он меньше 1. 

Указание. Пусть 
[image: image140.wmf]1
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 и 
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 — первый член и знаменатель геометрической прогрессии. Тогда по условию 
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. Заменой 
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 это уравнение сводится к квадратному. 

Задача 15
[image: image148.wmf]*

. Найдите число 
[image: image149.wmf]n

 членов геометрической прогрессии, состоящей из натуральных чисел, если их сумма равна 635, а знаменатель прогрессии равен 2. 

Указание. Пусть 
[image: image150.wmf]1
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 — первый член геометрической прогрессии. Тогда 
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