Тема 9. Системы линейных уравнений
09-09-03. Применение систем линейных уравнений при решении стереометрических задач

Теория

3.1. В координатной плоскости положение каждой точки определяется двумя ее координатами, то есть набором чисел 
[image: image1.wmf]()

;

xy

. Это позволяет записывать свойства точек геометрических фигур соотношениями между их координатами. Например, каждая прямая координатной плоскости может быть задана линейным уравнением 
[image: image2.wmf]+=
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, в котором хотя бы один из коэффициентов 
[image: image3.wmf]a

 и 
[image: image4.wmf]b

 отличен от нуля. 

Пусть в пространстве введена прямоугольная система координат (рисунок 1). Рассмотрим множество решений линейного уравнения 
[image: image5.wmf]++=

axbyczd

 с тремя неизвестными, в котором хотя бы один из коэффициентов 
[image: image6.wmf]a

, 
[image: image7.wmf]b

 или 
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 отличен от нуля. Оказывается, что в этом случае множество всех точек с координатами 
[image: image9.wmf]()
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, удовлетворяющих уравнению 
[image: image10.wmf]++=

axbyczd

, является плоскостью. Это будет доказано в старших классах. 

Точка 
[image: image11.wmf]000
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 принадлежит плоскости с уравнением 
[image: image12.wmf]++=

axbyczd

 только в том случае, когда верно равенство 


[image: image13.wmf]000
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Например, плоскость с уравнением 
[image: image14.wmf]5380
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 проходит через начало системы координат, потому что выполняется равенство 
[image: image15.wmf]5030800

×-×+×=
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3.2. Пусть в уравнении плоскости 
[image: image16.wmf]++=

axbyczd

 все коэффициенты при переменных 
[image: image17.wmf],,
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 отличны от нуля. Тогда можно представить положение этой плоскости по отношению к системе координат, если найти точки пересечения этой плоскости с осями. 

Для примера рассмотрим плоскость 
[image: image18.wmf]a

 с уравнением 
[image: image19.wmf]236
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. Каждая точка 
[image: image20.wmf]M

 оси 
[image: image21.wmf]Ox

 имеет координаты вида 
[image: image22.wmf](00)
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. Такая точка принадлежит плоскости 
[image: image23.wmf]a

, если выполняется равенство 
[image: image24.wmf]20306
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. Получаем уравнение с неизвестным 
[image: image25.wmf]t

. Корнем этого уравнения является число 
[image: image26.wmf]0
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. Следовательно, точка 
[image: image27.wmf](600)
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A

 лежит и на оси 
[image: image28.wmf]Ox

, и в плоскости 
[image: image29.wmf]a

. Аналогично каждая точка 
[image: image30.wmf]N

 оси 
[image: image31.wmf]Oy

 имеет координаты вида 
[image: image32.wmf](00)
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, и из уравнения 
[image: image33.wmf]102306
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 находим 
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. Следовательно, точка 
[image: image35.wmf](030)
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B

 лежит и на оси 
[image: image36.wmf]Oy

, и в плоскости 
[image: image37.wmf]a

. Аналогично каждая точка 
[image: image38.wmf]K

 оси 
[image: image39.wmf]Oz

 имеет координаты вида 
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, и из уравнения 
[image: image41.wmf]102036
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 находим 
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. Следовательно, точка 
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C

 лежит и на оси 
[image: image44.wmf]Oz

, и в плоскости 
[image: image45.wmf]a

. 

В результате мы можем получить представление о плоскости 
[image: image46.wmf]a

, глядя m‘ рисунок ?. 

3.3. Координатные плоскости в пространстве также задаются линейными уравнениями. 

Например, уравнению 
[image: image47.wmf]0010

×+×+×=
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 удовлетворяют все точки с координатами вида 
[image: image48.wmf](0)
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, где 
[image: image49.wmf]m

, 
[image: image50.wmf]n

 — произвольные числа. Но все такие точки и составляют координатную плоскость 
[image: image51.wmf]xOy

. 

3.4. Пусть в пространстве три плоскости задаются уравнениями 
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Если точка 
[image: image55.wmf]M

 с координатами 
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 принадлежит каждой из этих плоскостей, то выполняются равенства 
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Это значит, что набор чисел 
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 является решением системы уравнений 
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Следовательно, координаты общих точек трех плоскостей можно получить как решения системы трех линейных уравнений с тремя неизвестными. 

Найдем точку пересечения плоскостей, заданных уравнениями: 
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Решим систему 
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Применим метод Гаусса. Сначала получим систему 
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[image: image65.wmf]которая равносильна системе
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[image: image67.wmf]исключая  из последнего уравнения, приде
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[image: image69.wmf]Отсюда 2, 1, 1. Следовательно, три данны
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пересекаются в одной точке с координатам
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Найдем точки пересечения плоскостей, заданных уравнениями: 
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Решим систему 
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Применив метод Гаусса, сначала получим систему 
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[image: image73.wmf]а затем следующую систему, равносильную 

данной
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Последняя система — трапециевидная со свободным неизвестным 
[image: image75.wmf]z

, которому можно придавать произвольные значения. Следовательно, три данные плоскости имеют бесконечное множество точек пересечения. Эти точки составляют прямую, которую можно задать как линию пересечения двух плоскостей с уравнениями 
[image: image76.wmf]20
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 и 
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Покажем, что плоскости с уравнениями 
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+-=

xyz

, 
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, 
[image: image80.wmf]3351

+-=

xyz

 не имеют общих точек. 

Составим систему 
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Прибавим к первому уравнению второе уравнение системы: 
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Из третьего уравнения вычтем первое уравнение: 
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Приходим к системе, содержащей уравнение 
[image: image84.wmf]0001
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, которое не имеет решений. Следовательно, начальная система несовместна, а поэтому три рассмотренные плоскости не имеют общих точек. 

3.5.Рассмотрим, как находить уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 

Найдем уравнение плоскости 
[image: image85.wmf]a

, проходящей через точки 
[image: image86.wmf](210)
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, 
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Запишем уравнение плоскости 
[image: image89.wmf]a

 в виде 
[image: image90.wmf]++=
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 и посмотрим на буквы 
[image: image91.wmf]a

, 
[image: image92.wmf]b

, 
[image: image93.wmf]c

, 
[image: image94.wmf]d

 как на неизвестные, которые нужно найти, причем хотя бы одно значение для 
[image: image95.wmf]a

, 
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 или 
[image: image97.wmf]c

 должно быть отлично от нуля. 

Из условия 
[image: image98.wmf]a
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 следует равенство 


[image: image99.wmf]2(1)0

×+×-+×=.

abcd


Из условия 
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 следует равенство 
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Из условия 
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 следует равенство 
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Таким образом, неизвестные 
[image: image104.wmf]a

, 
[image: image105.wmf]b

, 
[image: image106.wmf]c

, 
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 удовлетворяют системе трех линейных уравнений: 
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Применив метод Гаусса, сначала получим систему 
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[image: image111.wmf]а затем следующую систему
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Получилась трапециевидная система со свободным неизвестным 
[image: image112.wmf]d

. Поэтому из третьего уравнения 
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, затем из первого равнения 
[image: image115.wmf]4

11

2

=-+=

abcdd

. В результате все решения системы запишутся в виде 
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Если взять 
[image: image117.wmf]1
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, то уравнение плоскости 
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 получим в виде 
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если взять 
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, то уравнение плоскости 
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 получим в виде 
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если взять 
[image: image123.wmf]22
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, то уравнение плоскости 
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 получим в виде 
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Аналогично можно взять и другое ненулевое значения 
[image: image126.wmf]d

, но в результате получится уравнение той же самой плоскости 
[image: image127.wmf]a

. 

3.6. Рассмотрим на примерах, как использование уравнений плоскостей позволяет решать некоторые геометрические задачи в пространстве. 

Пусть в пространстве имеется куб 
[image: image128.wmf]1111
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 с ребром длины 1. Введем прямоугольную систему координат, выбрав за начало системы координат вершину 
[image: image129.wmf]B

, за положительное направление оси 
[image: image130.wmf]Bx

 луч 
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, за положительное направление оси 
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 и за положительное направление оси 
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 луч 
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. Тогда вершины куба имеют координаты: 
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 рисунок 2. 

Найдем координаты точки пересечения плоскости 
[image: image144.wmf]11

ACD

 с прямой 
[image: image145.wmf]1
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Первый этап. Составим уравнение плоскости A
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D, которое будем искать в виде 
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 с неизвестными 
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. Точки 
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 принадлежат плоскости 
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. Подставляя координаты этих точек в уравнение плоскости, приходим к системе уравнений: 
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или 0

0

acd

bcd

abd

+-=,

ì

ï

+-=,

í

ï

+-=.

î


Вычитая из третьего уравнения первое, получим систему 
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Переставив местами неизвестные, запишем эту систему в трапециевидной форме со свободным неизвестным 
[image: image160.wmf]c
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Следовательно, если 
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 можно записать в виде 
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Второй этап. Найдем уравнение двух различных плоскостей 
[image: image173.wmf]11

BBD

 и 
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Для нахождения уравнения плоскости 
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 в виде 
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 составим систему 
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Из первого уравнения этой системы получаем 
[image: image179.wmf]0
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 можно записать в виде 
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Для нахождения уравнения плоскости 
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 в виде 
[image: image189.wmf]++=

axbyczd

 составим систему 
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Из первого уравнения этой системы получаем 
[image: image191.wmf]0
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Третий этап. Найдем координаты точки пересечения прямой 
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 и плоскости 
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Так как прямая 
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 содержится в каждой из плоскостей 
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 любой точки прямой 
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 удовлетворяют уравнениям 
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 общей точки прямой 
[image: image209.wmf]1
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 и плоскости 
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 удовлетворяют системе уравнений 
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Из первого уравнения следует, что 
[image: image212.wmf]=

yx

, из второго уравнения, что 
[image: image213.wmf]=

zx

. Подставляя в третье уравнение 
[image: image214.wmf]x

 вместо 
[image: image215.wmf]y

 и вместо 
[image: image216.wmf]z

, получим 
[image: image217.wmf]32

=

x

, откуда 
[image: image218.wmf]2

3

=

x

. Тогда 
[image: image219.wmf]2

3

==

yx

, 
[image: image220.wmf]2

3

==

zx

, то есть точка пересечения прямой 
[image: image221.wmf]1

BD

 и плоскости 
[image: image222.wmf]11

ACD

 имеет координаты 
[image: image223.wmf](

)

222

333

;;

. 

3.7.** Рассмотрим куб 
[image: image224.wmf]1111

ABCDABCD

 и покажем, что прямые 
[image: image225.wmf]1

AB

 и 
[image: image226.wmf]1

BC

 не пересекаются. Для этого зададим прямую 
[image: image227.wmf]1

AB

 пересечением плоскостей 
[image: image228.wmf]1

ABB

 и 
[image: image229.wmf]1

ABD

, а прямую 
[image: image230.wmf]1

BC

 пересечением плоскостей 
[image: image231.wmf]1

BCC

 и 
[image: image232.wmf]1

ABC

. Если прямые 
[image: image233.wmf]1

AB

 и 
[image: image234.wmf]1

BC

 имеют общую точку, то и четыре указанные плоскости также имеют общую точку. Найдем уравнения этих плоскостей. 

Плоскость 
[image: image235.wmf]1

ABB

 совпадает с координатной плоскостью 
[image: image236.wmf]xBz

, поэтому ее уравнение 
[image: image237.wmf]0

=

y

. 

Пусть уравнение плоскости 
[image: image238.wmf]1

ABD

 записано в виде 
[image: image239.wmf]++=

axbyczd

 с неизвестными 
[image: image240.wmf]a

, 
[image: image241.wmf]b

, 
[image: image242.wmf]c

, 
[image: image243.wmf]d

. Подставив по очереди координаты точек 
[image: image244.wmf]A

, 
[image: image245.wmf]1

B

, 
[image: image246.wmf]D

, получим систему 


[image: image247.wmf]0
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[image: image248.wmf]1
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ти 

запишемввиде1

adcdbdABD
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Плоскость 
[image: image249.wmf]1

BCC

 совпадает с координатной плоскостью 
[image: image250.wmf]YBz

, поэтому ее уравнение 
[image: image251.wmf]0

=

x

. 

Если уравнение плоскости 
[image: image252.wmf]1

ABC

 записано в виде 
[image: image253.wmf]++=

axbyczd

, то подставляя по очереди координаты точек 
[image: image254.wmf]A

, 
[image: image255.wmf]B

, 
[image: image256.wmf]1

C

, придем к системе 


[image: image257.wmf]0
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[image: image258.wmf]1
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Координаты 
[image: image259.wmf]()

;;

xyz

 общей точки прямых 
[image: image260.wmf]1

AB

 и 
[image: image261.wmf]1

BC

 должны удовлетворять всем четырем найденным уравнениям, то есть должны быть решением системы 


[image: image262.wmf]0
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Вычитая из первого уравнения четвертое уравнение и из второго уравнения третье уравнение, получим равносильную систему

[image: image263.wmf]0
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Эта система содержит несовместные уравнения z=0 и z=1, а поэтому также несовместна. Отсюда получаем, что прямые АВ1 и ВС1 не пересекаются.

 Контрольные вопросы

1. Как задается прямоугольная система координат в пространстве? 

2. Как определяются координаты точки в пространстве? 

3. Какие названия имеют координаты точки в пространстве? 

4. Каким уравнением в пространственной системе координат определяется плоскость? 

5. Как определять, принадлежит ли точка с заданными координатами плоскости с заданным уравнением или не принадлежит? 

6. Как находить координаты точек, общих для трех плоскостей? 

7.* Как находить координаты точек, общих для двух плоскостей? 

8. Как составлять уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки? 

9. Как находить точки пересечения плоскости, заданной уравнением, с осями системы координат? 

10. Как можно найти координаты точки пересечения прямой с плоскостью? 

Задачи и упражнения

1. Проверьте, лежит ли точка (1,1;-1) на плоскости, заданной уравнением 
[image: image264.wmf]230

++=

xyz

. 

2. Найдите координаты точки пересечения плоскости 
[image: image265.wmf]10

++-=

xyz

 с осями системы координат. 

3. Найдите координаты точки пересечения трех плоскостей 
[image: image266.wmf]220

+--=

xyz

, 
[image: image267.wmf]330

-+-=

xyz

, 
[image: image268.wmf]240

++-=

xyz

. 

4.* Найдите координаты точки, общей для четырех плоскостей: 
[image: image269.wmf]240

++-=

xyz

, 
[image: image270.wmf]220

+--=

xyz

, 
[image: image271.wmf]20

--=

xyz

, 
[image: image272.wmf]30

++-=

xyz

. 

5.** При каком значении 
[image: image273.wmf]l

 три плоскости 


[image: image274.wmf]3200420

--+=,-+=,--+=

xyzxyzxyzl


пересекаются по прямой? 

6. Для единичного куба 
[image: image275.wmf]1111

ABCDABCD

 введена прямоугольная система координат, как в пункте 3.6. Найдите уравнение плоскости, проходящей: 

а) через точки 
[image: image276.wmf]1

A

, 
[image: image277.wmf]C

, 
[image: image278.wmf]D

; 

б) через точки 
[image: image279.wmf]B

, 
[image: image280.wmf]1

C

, 
[image: image281.wmf]D

; 

в) через точки 
[image: image282.wmf]C

, 
[image: image283.wmf]1

C

, 
[image: image284.wmf]1

D

; 

г) через точки 
[image: image285.wmf]1

A

, 
[image: image286.wmf]1

C

, 
[image: image287.wmf]1

D

; 

д) через середину ребра 
[image: image288.wmf]1

AA

 и точки 
[image: image289.wmf]1

C

 и 
[image: image290.wmf]D

; 

е) через середины ребер 
[image: image291.wmf]AB

, 
[image: image292.wmf]1

CC

 и точку 
[image: image293.wmf]D

; 

ж) через середины ребер 
[image: image294.wmf]11

AB

, 
[image: image295.wmf]1

CC

 и 
[image: image296.wmf]AD

; 

з) через точку 
[image: image297.wmf]1

B

 и середины отрезков 
[image: image298.wmf]1

AD

 и 
[image: image299.wmf]1

CD

; 

и) через середины отрезков 
[image: image300.wmf]1

AB

, 
[image: image301.wmf]1

BC

 и 
[image: image302.wmf]CD

; 

к) через середины отрезков 
[image: image303.wmf]1

AC

, 
[image: image304.wmf]AD

 и 
[image: image305.wmf]1

CC

. 

7. Для единичного куба 
[image: image306.wmf]1111

ABCDABCD

 введена прямоугольная система координат, как в пункте 3.6. Найдите координаты точки пересечения: 

а) плоскости 
[image: image307.wmf]11

ABD

 с прямой 
[image: image308.wmf]1

AC

; 

б) плоскости 
[image: image309.wmf]11

ABD

 с прямой 
[image: image310.wmf]1

CC

; 

в) плоскости 
[image: image311.wmf]11

ABD

 с прямой 
[image: image312.wmf]CD

; 

г) плоскости 
[image: image313.wmf]11

ABC

 с прямой 
[image: image314.wmf]1

AC

; 

д)
[image: image315.wmf]*

 плоскости 
[image: image316.wmf]11

ABC

 с прямой, проходящей через середины ребер 
[image: image317.wmf]CD

 и 
[image: image318.wmf]11

AD

; 

е)
[image: image319.wmf]*

 плоскости 
[image: image320.wmf]11

ACD

 с прямой, проходящей через вершину 
[image: image321.wmf]1

D

 и середину ребра 
[image: image322.wmf]AB

; ж)
[image: image323.wmf]*

 плоскости 
[image: image324.wmf]11

ABC

 с прямой, проходящей через середины ребер 
[image: image325.wmf]11

AB

 и 
[image: image326.wmf]CD

. 

8.* Для правильной четырехугольной пирамиды 
[image: image327.wmf]SABCD

 с вершиной 
[image: image328.wmf]S

 введена прямоугольная система координат с началом в центре основания пирамиды так, что вершины 
[image: image329.wmf]A

, 
[image: image330.wmf]B

, 
[image: image331.wmf]S

 имеют координаты: 
[image: image332.wmf](110)

-;-;

A

, 
[image: image333.wmf](110)

-;-;

B

, 
[image: image334.wmf](006)

;;

D

. Найдите: 

а) координаты вершин 
[image: image335.wmf]C

 и 
[image: image336.wmf]D

; 

б) уравнение плоскости 
[image: image337.wmf]SBC

; 

в) уравнение плоскости, проходящей через вершину 
[image: image338.wmf]A

 и середины ребер 
[image: image339.wmf]BS

 и 
[image: image340.wmf]DS

; 

г) уравнение плоскости, проходящей через середины ребер 
[image: image341.wmf]AB

, 
[image: image342.wmf]AD

 и 
[image: image343.wmf]SC

; 

д) уравнение плоскости, проходящей через вершину 
[image: image344.wmf]A

 и середины ребер 
[image: image345.wmf]CD

 и 
[image: image346.wmf]SC

; 

е) координаты точки пересечения прямой 
[image: image347.wmf]SC

 с плоскостью, проходящей через середины ребер 
[image: image348.wmf]AD

, 
[image: image349.wmf]CD

 и 
[image: image350.wmf]SB

; 

ж) координаты точки пересечения плоскости 
[image: image351.wmf]SCD

 с прямой, проходящей через середины ребер 
[image: image352.wmf]SB

 и 
[image: image353.wmf]AD

; 

з) координаты точки пересечения прямой 
[image: image354.wmf]SC

 с плоскостью, проходящей через середины ребер 
[image: image355.wmf]AB

, 
[image: image356.wmf]AD

 и 
[image: image357.wmf]SD

. 

9.* Для правильной треугольной пирамиды 
[image: image358.wmf]SABC

 с вершиной 
[image: image359.wmf]S

 введена прямоугольная система координат так, что вершины 
[image: image360.wmf]A

, 
[image: image361.wmf]B

, 
[image: image362.wmf]S

 имеют координаты: 
[image: image363.wmf](130)

;-;

A

, 
[image: image364.wmf](130)

;;

B

, 
[image: image365.wmf](004)

;;

S

. Найдите координаты точки пересечения: 

а) плоскости, проходящей через вершины 
[image: image366.wmf]A

, 
[image: image367.wmf]B

 и середину ребра 
[image: image368.wmf]SC

 с прямой, проходящей через середины ребер 
[image: image369.wmf]SA

 и 
[image: image370.wmf]BC

; 

б) плоскости, проходящей через середины ребер 
[image: image371.wmf]AB

, 
[image: image372.wmf]BC

, 
[image: image373.wmf]SC

 с прямой, проходящей через середины ребер 
[image: image374.wmf]AC

 и 
[image: image375.wmf]SB

; 

в) прямой 
[image: image376.wmf]SB

 с плоскостью, проходящей через середины ребер 
[image: image377.wmf]SA

, 
[image: image378.wmf]BC

 и точку 
[image: image379.wmf]M

 на ребре 
[image: image380.wmf]SC

 такую, что 
[image: image381.wmf]2

=

SMMC

. 

10.** Дан куб 
[image: image382.wmf]1111

ABCDABCD

 с расположением вершин как в пункте 3.6. Найдите в каком отношении делит отрезок 
[image: image383.wmf]1

AC

 плоскость, проходящая через середины ребер 
[image: image384.wmf]11

BC

, 
[image: image385.wmf]1

DD

 и 
[image: image386.wmf]CD

. 

Ответы и указания

Задача 5
[image: image387.wmf]**

. При каком значении 
[image: image388.wmf]l

 три плоскости 


[image: image389.wmf]3200420

xyzxyzxyzl
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пересекаются по прямой? 
Указание. Решая систему из данных трех уравнений, имеем из первых двух уравнений 
[image: image390.wmf]21

yx

=+

 и 
[image: image391.wmf]1

zx

=+

; подставляя их в третье, получаем 
[image: image392.wmf]3

l

=

. Если 
[image: image393.wmf]3

l

¹

, то система не имеет решений. Если 
[image: image394.wmf]3

l

=

, то система имеет решения вида 
[image: image395.wmf](211)

ccc

;+;+

. Соответствующие точки образуют прямую пересечения плоскостей 
[image: image396.wmf]210

xy

+-=

 и 
[image: image397.wmf]10

xz
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