Тема 9. Системы линейных уравнений
09-09-04. Построение многочлена по таблице значений

Теория

4.1. При обработке экспериментальных данных иногда возникает задача о построении многочлена, принимающего известные значения при нескольких различных значениях независимой переменной. 

Будем считать, что соответствующие значения независимой переменной 
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 и зависимой переменной 
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 записаны в виде таблицы 
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где 
[image: image13.wmf]n

 — фиксированное натуральное число, а числа 
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 попарно различны. Покажем на примерах, что , имея такую таблицу, можно найти многочлен 
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 степени не выше 
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, для которого 
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 при всех натуральных значениях 
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Сначала рассмотрим случай 
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Пусть таблица имеет вид 
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Будем искать многочлен 
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 в виде 
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, где 
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 и 
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 — неизвестные коэффициенты. 

Так как по условию 
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, то должно выполняться равенство 
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Аналогично из условия 
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=-

f

 получаем равенство 
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В результате задача нахождения неизвестных 
[image: image31.wmf]a

 и 
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 сводится к решению системы линейных уравнений: 
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Решая систему, получим 
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, а поэтому искомый многочлен имеет вид 
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4.2.* Рассмотрим в общем случае, как находить многочлен не выше первой степени, принимающий заданные значения в двух различных точках. Тогда таблица значений имеет вид 
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где 
[image: image43.wmf]12

¹
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. Искомый многочлен можно записать в виде 
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 с неизвестными коэффициентами 
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 и 
[image: image46.wmf]b
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Поскольку многочлен принимает значения из заданной таблицы, то для вычисления коэффициентов 
[image: image47.wmf]a

 и 
[image: image48.wmf]b

 можно составить систему линейных уравнений 
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Неизвестными в этой системе являются коэффициенты 
[image: image50.wmf]a

 и 
[image: image51.wmf]b

. 

Вычитая из первого уравнения второе уравнение системы, получим 
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Так как 
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После этого из первого уравнения найдем 
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Следовательно, многочлен 
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 находится по таблице данных однозначно. 

Геометрически это соответствует тому, что через точки 
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 (рисунок ?) проходит единственная прямая 
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4.3. Рассмотрим, как находить многочлен не выше второй степени, принимающий заданные значения в трех различных точках. Пусть таблица значений имеет вид: 
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Будем искать многочлен 
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 в виде 
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, где 
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, 
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, 
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 — неизвестные коэффициенты. 

Так как по условию 
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, то приходим к системе линейных уравнений 
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Решая систему, получим 
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. Следовательно, искомый многочлен имеет вид 
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4.4.** Рассмотрим в общем случае, как находить многочлен не выше второй степени, принимающий заданные значения в трех различных точках. Тогда таблица значений имеет вид 
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причем все числа 
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 попарно различны. 

Искомый многочлен можно записать в виде 
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с неизвестными коэффициентами 
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 и 
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Для нахождения коэффициентов по таблице значений составим систему линейных уравнений 
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[image: image91.wmf]При этом надо помнить, что неизвестными 

в системе являются ,  и .
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Прежде, чем применить метод Гаусса, удобнее переставить неизвестные и переписать систему следующим образом. 
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Исключим неизвестное 
[image: image93.wmf]c

 из второго и третьего уравнений, вычитая из них первое уравнение. Получим 
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Так как 
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, то из третьего уравнения можно исключить неизвестное 
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, вычитая из него второе уравнение, умноженное на 
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Подсчитаем коэффициент, который получится при 
[image: image98.wmf]a

 в третьем уравнении: 
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Следовательно, начальная система равносильна треугольной системе линейных уравнений с диагональными коэффициентами 1, 
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 и 
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У нас нет необходимости выписывать эту систему подробно. Достаточно знать, что диагональные коэффициенты отличны от нуля, так как по условию числа 
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 различны между собой. Поэтому треугольная система имеет единственное решение. Равносильная ей начальная система тоже имеет единственное решение. 

Таким образом, многочлен 
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 определяется таблицей значений однозначно. 

При 
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 его графиком будет прямая, при 
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 — парабола (рисунок 2). 

4.5.* Рассмотрим, как находить многочлен не выше третьей степени, принимающий заданные значения в четырех различных точках. Пусть таблица значений имеет вид: 
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Построим многочлен 
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 степени не выше 3, принимающий значения из этой таблицы. 

Для вычисления коэффициентов составляем систему линейных уравнений: 
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Из второго уравнения видим, что 
[image: image115.wmf]1
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. Поэтому для вычисления остальных коэффициентов получаем систему из трех уравнений: 
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Прибавив ко второму уравнению первое, получим 
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. Следовательно 
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 и для нахождения неизвестных 
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 имеем систему 
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[image: image122.wmf]Отсюда 33,1 и 2
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Искомый многочлен есть 
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Контрольные вопросы

1. Что называют многочленом от одной переменной? 

2. Как определяется степень многочлена от одной переменной? 

3. Какая функция называется линейной? 

4. Как находить линейную функцию, принимающую в двух различных точках заданные значения? 

5. Какая функция называется квадратичной? 

6. Как находить многочлен, принимающий в трех различных точках заданные значения? 
7. Как находить многочлен степени не выше 
[image: image124.wmf]n

 принимающий в точках 
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 попарно различных между собой.
Задачи и упражнения

1. Найдите многочлен наименьшей степени по данной таблице значений: 
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[image: image126.wmf]x

 
	
	0 
	1 
	б)
	
[image: image127.wmf]x

 
	
	-5
	2
	с)
	
[image: image128.wmf]x


	
	0,3
	0,5

	
	
[image: image129.wmf]y

 
	
	1 
	-1 
	
	
[image: image130.wmf]y

 
	
	6
	1
	
	
[image: image131.wmf]y


	
	0,8
	1,2


	г)
	
[image: image132.wmf]x

 
	
	0,5
	1,2
	д)
	
[image: image133.wmf]x

 
	
	0
	1
	2
	у)
	
[image: image134.wmf]x


	
	1
	2
	-1

	
	
[image: image135.wmf]y

 
	
	-1
	-1 
	
	
[image: image136.wmf]y

 
	
	-1
	0,5
	1
	
	
[image: image137.wmf]y


	
	0
	3
	6


е) 

	
[image: image138.wmf]x

 
	1 
	2 
	-1 

	
[image: image139.wmf]y

 
	0 
	3 
	6 


ж)

	
[image: image140.wmf]x

 
	-1,5 
	1 
	1,5 

	
[image: image141.wmf]y

 
	1 
	1 
	2 


з) 

	
[image: image142.wmf]x

 
	0,6 
	1,2 
	1,8 

	
[image: image143.wmf]y

 
	1,6 
	1 
	-0,8 


и)
[image: image144.wmf]*

 

	
[image: image145.wmf]x

 
	2 
	0 
	-4 
	6 

	
[image: image146.wmf]y

 
	1 
	-1 
	


2.*а) Найдите многочлен степени не выше 3, принимающий в точках 
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 соответственно значения 
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б) показать, что этот многочлен принимает целые значения при любых целых значениях 
[image: image149.wmf]x
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3.* В течение первых четырех дней недели среднесуточная температура воздуха 
[image: image150.wmf]()
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 имела следующие значения, записанные в таблице: 

	День 
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 Какую среднесуточную температуру можно ожидать в пятый день недели? 

4.* Вычислите коэффициенты в уравнении параболы 
[image: image156.wmf]2
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, проходящей через точки (- 1;1), (1;0) и (6;2). 

5. Изобразите график многочлена 
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Ответы и указания
Задача 2
[image: image158.wmf]**

. а) Найдите многочлен степени не выше 3, принимающий в точках 
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б) покажите, что этот многочлен принимает целые значения при любых целых значениях 
[image: image167.wmf]x

. 
Указание. Получается многочлен 
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Так как при целом 
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 произведение 
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 делится на 3, то при любом целом 
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 значение многочлена — целое число. 
Задача 3
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. В течение первых четырех дней недели среднесуточная температура воздуха 
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 имела следующие значения, записанные в таблице: 
	День 
	1 
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Какую среднесуточную температуру можно ожидать в пятый день недели? 
Указание. Найти многочлен 3-й степени, принимающий соответствующие значения при 
[image: image179.wmf]1

x

=

, 2, 3, 4 и вычислить его значение при 
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