Тема 10. Предел последовательности
09-10-02. Сходимость последовательности к нулю

Теория

2.1. Рассмотрим последовательность 
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общий член которой задается формулой 
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Изобразим ее члены на числовой прямой, как на рисунке ?. Мы видим, что точки 
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;... по мере возрастания номера все ближе и ближе приближаются к точке 0. При этом какое бы натуральное число 
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 мы ни взяли, в интервал между числами 0 и 
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попадут все точки последовательности 
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 с номерами, большими некоторого числа 
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, зависящего от 
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. Это значит, что при всех 
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 будут выполняться неравенства 
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Например, если 
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 выполняются при всех 
[image: image16.wmf]50

>

n

. Таким образом, для 
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 и получить, что при любом 
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, таком что 
[image: image20.wmf]>

nM

, выполняются неравенства 
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Аналогично можно взять любое другое натуральное число 
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. Например, если 
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. Таким образом, для 
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 можно взять 
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 и получить, что при всех 
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 таких, что 
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, выполняются неравенства 
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Точно так же можно провести рассуждение для каждого натурального числа 
[image: image31.wmf]k
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Учитывая отмеченные особенности, говорят, что последовательность 
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сходится к нулю или имеет предел, равный нулю, и пишут 
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Прочитать эту запись можно так: предел 
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-эн равен нулю при эн, стремящемся к бесконечности. 

Возьмем теперь геометрическую прогрессию 


[image: image35.wmf]1234

111

1

248

=,=-;=;=-,...

bbbb


со знаменателем 
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. Изобразим ее члены на числовой прямой, как на рисунке 1. 

Точки 
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 по мере возрастания номера также все ближе и ближе приближаются к точке 0, но уже с двух сторон: то слева, то справа. При этом какое бы натуральное число 
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 мы ни взяли, в интервал 
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 попадут все точки последовательности 
[image: image40.wmf]()

n

b

 с номерами, большими некоторого числа 
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, зависящего от 
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. Это значит, что при всех 
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 будут выполняться неравенства 
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Например, если 
[image: image45.wmf]1000

=

k

, то 
[image: image46.wmf]1

11

1000

2

-

||=<

n

n

b

 при всех 
[image: image47.wmf]11

>

n

, так как тогда 
[image: image48.wmf]110

2210241000

-

>=>

n

. Поэтому при всех 
[image: image49.wmf]11

>

n

 выполняются неравенства 
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Таким образом, для 
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 можно взять 
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 и получить, что при любом 
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 таком, что 
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, выполняются неравенства 
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Аналогично можно рассмотреть каждое натуральное число 
[image: image56.wmf]k

, для него найти подходящее число 
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, что при любом 
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 выполняются неравенства 
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В этом случае также говорят, что последовательность 
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сходится к нулю, то есть 
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2.2. Во втором примере предыдущего пункта мы сказали, что для последовательности с общим членом 
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 можно взять каждое натуральное число 
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, для него найти такое число 
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, что при любом 
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 выполняются неравенства 
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В первом примере мы аналогично сказали, что для последовательности 
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 можно взять каждое натуральное число 
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, для него найти такое число 
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, что при любом 
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 выполняются неравенства 
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. Но в этом случае неравенства 
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 тем более выполняются. 

Оба примера последовательностей удовлетворяют следующему общему определению сходимости числовой последовательности к нулю. 

Последовательность 
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сходится к нулю, если для каждого натурального числа 
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 найдется такое число 
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, зависящее от числа 
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, что для всех номеров таких, что 
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 выполняются неравенства 
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Когда последовательность 
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 сходится к нулю, то говорят также, что она имеет предел, равный нулю, и записывают в виде 
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2.3. Сходимость последовательности 
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 к нулю геометрически означает, следующее: для каждого натурального числа 
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 интервал 
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 числовой прямой содержит все члены последовательности, номера которых больше некоторого числа 
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, зависящего от 
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Это условие для каждого 
[image: image86.wmf]k

 записывается в виде двойного неравенства 
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, выполняющегося при 
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Это же условие можно записать в виде одного неравенства 
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Следовательно, определение сходящейся к нулю последовательности, можно записать в таком виде: 

Последовательность 
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 сходится к нулю, если для всякого натурального числа 
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 найдется такое число 
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, что неравенство 
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Разберем несколько новых примеров. 

Пусть 
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Поэтому, в интервал 
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, то есть в интервал 
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 мы ни взяли, все члены последовательности 
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 с номерами 
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 не могут входить в интервал 
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 не удовлетворяет определению сходимости к нулю. 

Рассмотрим последовательность 
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Начальные члены этой последовательности выглядят так: 
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Тем не менее последовательность сходится к нулю. 

Действительно, возьмем, например, число 
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 будет выполняться неравенство 
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Аналогично для каждого натурального числа 
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 можно найти такое число 
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, что 
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. Для этого достаточно решить неравенство 
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 будет выполняться неравенство 
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Тем самым мы показали, что для последовательности 
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 выполняются условия, записанные в определении сходимости к нулю. 

2.4. Посмотрим еще раз на разобранные примеры последовательностей. 

Последовательность с общим членом 
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 сходится к нулю. Это значит, что если нас интересуют члены последовательности, которые с точностью, например, до 0,01 приблизительно равны нулю, то такими будут все члены этой последовательности, начиная с какого-то номера. Действительно, неравенство 
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 можно считать равными нулю с выбранной точностью. 

Аналогично можно рассмотреть любую другую точность. 

Последовательность с общим членом 
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 также сходится к нулю. Если нас интересуют члены этой последовательности, которые с точностью, например, до 
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 можно считать приблизительно равными нулю, то начиная с какого-то номера такими будут все члены последовательности. 

Действительно, при любом натуральном 
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. Следовательно, каждое такое число 
[image: image157.wmf]n

a

 с точностью до 
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 можно считать равным нулю. 

Аналогично можно рассмотреть всякую другу точность. 

Последовательность с общим членом 
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 также сходится к нулю. Начальные члены этой последовательности нельзя считать близкими к нулю. Тем не менее с любой выбранной точностью начиная с некоторого номера все члены этой последовательности можно считать равными нулю. 

Действительно, рассмотрим, например, неравенство 
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 можно считать приблизительно равным нулю с точностью до 
[image: image165.wmf]1
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Аналогично можно рассмотреть всякую другую точность. 

Рассмотрим теперь последовательность 
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. Все члены этой последовательности можно считать приблизительно равными нулю, если нас интересует точность до 
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, и любой другой член последовательности с четным номером уже нельзя считать приближенно равными нулю с указанной точностью. 

Таким образом, сходящиеся к нулю числовые последовательности выделяются тем свойством, что для всякой указанной точности начиная с некоторого номера все члены этой последовательности можно считать равными нулю. 

Контрольные вопросы

1. Какая последовательность называется сходящейся к нулю? 

2. Как геометрически определить сходимость последовательности к нулю? 

3. Может ли бесконечное число членов сходящейся к нулю последовательности быть больше 
[image: image175.wmf]6
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Задачи и упражнения

1. Покажите, что последовательность 
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2.* Покажите, что последовательность 
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 сходится к нулю: 
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3. Докажите, что последовательность с общим членом 
[image: image190.wmf]31
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 состоит из чисел, близких к нулю, но не сходится к нулю. 
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