Тема 10. Предел последовательности
09-10-04. Предел промежуточной последовательности

Теория

4.1. Пусть известно, что для каждого номера 
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 члены 
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 некоторой последовательности находятся между членами 
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 и 
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 двух последовательностей, сходящихся к одному и тому же пределу 
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. Тогда последовательность 
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 выполняются неравенства 


[image: image10.wmf]1(1)1

-

<=<.

+

n

n

a

nn

nn


Действительно, из неравенства 
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 следует неравенство 
[image: image12.wmf]11

+

<

n

nn

, которое можно записать в виде 
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. Одно такое неравенство с модулем равносильно двойному неравенству 
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которое и было записано. 

Мы знаем, что последовательность 
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. Это значит, что для каждого натурального числа 
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 найдется такое число 
[image: image19.wmf]1

M

, что при всех 
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. Отсюда следует, что при всех 
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 члены последовательности 
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 содержатся в интервале 
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. Например, при 
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 соответствующий член последовательности 
[image: image28.wmf]n

b

 попадет в интервал 
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Последовательность 
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 также сходится к нулю. Поэтому для любого натурального числа 
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 можно найти такое число 
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, что при всех 
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 члены последовательности 
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. При значении 
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, которое было рассмотрено для последовательности 
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Рассмотрим теперь члены последовательности 
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следует, что число 
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 также лежит в этом интервале 
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В частности, когда 
[image: image53.wmf]1000

=

k

, то при любом 
[image: image54.wmf]1000

>

n

 соответствующий член 
[image: image55.wmf]n

a

 попадет в интервал 
[image: image56.wmf](

)

11

10001000

-;

. 

Таким образом, для последовательности 
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 при каждом натуральном значении 
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 можно найти число 
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 как наибольшее из чисел 
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 соответствующие члены 
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 лежат в интервале 
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4.2. В предыдущем пункте мы рассмотрели пример последовательности 
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, члены которой расположены между членами двух последовательностей, сходящихся к одному пределу, и на основе геометрических рассуждений показали, что в этом случае последовательность 
[image: image69.wmf]()

n

a

 сходится к тому же самому пределу. 

Рассмотрим еще один пример и покажем, как можно доказывать существование предела, опираясь на свойства числовых неравенств. 

Пусть 
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 при всех натуральных 
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Отсюда 
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а поэтому 
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Если обозначим 
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, то предыдущие неравенства можно записать в виде 
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Последовательность 
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 сходится к числу 1. Это значит, что для каждого натурального числа 
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 найдется такое число 
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, что при всех 
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Неравенство 
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. Но так как выполняется неравенство 
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, то по свойству транзитивности неравенств получаем неравенство 
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. В частности, при 
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Последовательность с общим членом 
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 также сходится к числу 1. Поэтому для любого натурального числа 
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 найдется такое число 
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, что при всех 
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, которое было рассмотрено для последовательности 
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Неравенство 
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Остается заметить, что если номер 
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 больше 
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В частности, при 
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Таким образом, для последовательности с общим членом 
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 при каждом натуральном значении 
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 можно найти число 
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 как наибольшее из чисел 
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4.3. В предыдущих пунктах мы начали изучать одну из самых важных в теории пределов теорему о пределе промежуточной последовательности. 

Теорема. Пусть для членов последовательностей 
[image: image134.wmf]()

n

a

,
[image: image135.wmf]()

n

b

, 
[image: image136.wmf]()

n

c

 при каждом натуральном 
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и известно, что 
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Доказательство теоремы будет рассмотрено в следующем пункте, а сейчас разберем примеры на применение этой теоремы. 

Рассмотрим последовательность с общим членом 
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Для выражения 
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Поэтому для членов последовательности 
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 при каждом значении 
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Если обозначим 
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Так как 
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, то отсюда по теореме о пределе промежуточной последовательности 
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Рассмотрим последовательность с общим членом 
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Запишем неравенства 
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которые выполняются при любом натуральном 
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. Тогда по свойству арифметического корня получаем неравенства 
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Если обозначим 
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Так как 
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, то отсюда по теореме о пределе промежуточной последовательности 
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4.4.* Докажем теорему о пределе промежуточной последовательности, сформулированную в предыдущем пункте. 

Пусть 
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Для последовательности 
[image: image170.wmf]()

n

b

 при каждом натуральном значении 
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 проведем следующие рассуждения. 
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Аналогично, так как 
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 этой последовательности содержатся в интервале 
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Если теперь возьмем число 
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Таким образом, для последовательности 
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 удается найти такое число 
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. Следовательно, по определению из пункта 3.2 последовательность 
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4.5. Теорему о пределе промежуточной последовательности удается применить тогда, когда члены некоторой последовательности ограничиваются сверху и снизу членами двух последовательностей, пределы которых известны и совпадают между собой. В качестве ограничивающих последовательностей стараются выбирать достаточно просто устроенные последовательности. Перечислим некоторые из них. 

I. Последовательность с общим членом 
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II. Последовательность с общим членом 
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[image: image213.wmf]a

. Например, 


[image: image214.wmf]18

lim55

®¥

æö

+=.

ç÷

èø

n

n


III. Последовательность с общим членом 
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IV. Последовательность с общим членом 
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Перечисленные примеры последовательностей удобно применять при решении некоторых задач на вычисление пределов. 

4.6.** Докажем, что 
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. Для этого будем использовать неравенство Бернулли 
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Разберем доказательство на примере 
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Запишем 
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. Из неравенства Бернулли при любом натуральном 
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Отсюда следует, что 
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[image: image235.wmf]0

>

q

, то можно записать неравенства 
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выполняющиеся при каждом натуральном значении 
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Если теперь обозначить 
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, то предыдущие неравенства можно записать в виде 
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Так как 
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, то по теореме о пределе промежуточной последовательности 
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Аналогичное рассуждение можно провести при любом значении 
[image: image245.wmf]q

 таком, что 
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4.7.* Отметим одно простое, но важное свойство последовательностей, имеющих предел. 

Сначала дадим определение. 

Последовательность 
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 называется ограниченной, если ее члены принадлежат некоторому отрезку 
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 числовой оси. 

Ограниченность последовательности 
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 означает, что можно найти два таких числа 
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 и 
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Теорема. Всякая последовательность, имеющая предел, ограничена. 

Доказательство. Пусть 
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. Возьмем произвольное натуральное число 
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, например, 
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. По определению предела найдется такое число 
[image: image257.wmf]k

, что при 
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 все члены 
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 этой последовательности будут принадлежать интервалу 
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, то есть при 
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 будут принадлежать интервалу 
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. Следовательно, вне этого интервала может находиться лишь конечное число членов последовательности 
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. Например, такими могут оказаться члены 
[image: image264.wmf]1

a

, 
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 (рисунок 3). Поэтому если взять число 
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 как наименьшее из чисел 
[image: image269.wmf]1

a

, 
[image: image270.wmf]3

a

, 
[image: image271.wmf]4

a

, 
[image: image272.wmf]8

a

 и 
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, а число 
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 как наибольшее из чисел 
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, то все члены последовательности 
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 будут содержаться в отрезке 
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. А это и означает, что последовательность 
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 ограничена. 

Доказанная теорема иногда позволяет установить, что некоторая последовательность не имеет предела. Например, последовательность 
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не ограничена, а поэтому предела не имеет. 

4.8. Теорему о пределе промежуточной последовательности иногда называют леммой о двух милиционерах. Поясняют это следующим образом: если нарушитель находится между двумя милиционерами, каждый из которых идет в милицию, то и нарушитель также попадает в милицию. 

Контрольные вопросы

1. Сформулируйте теорему о пределе промежуточной последовательности. 

2. Объясните на примере, как доказывать теорему о пределе промежуточной последовательности. 

3.* Может ли неограниченная  последовательность иметь предел? 

Задачи и упражнения

1. Используя теорему о пределе промежуточной последовательности, докажите, что: 

а) 
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2. Вычислите: 
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3.** Последовательность 1, -1, 1, -1,... состоит из чередующихся 1 и -1. Покажите, что эта последовательность не имеет предела. 

4. Изобразите на числовой оси первые 6 членов последовательности с общим членом 
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. Найдите предел этой последовательности. 

5.** Покажите, что одна и та же последовательность не может иметь два разных предела. 

Ответы и указания

Задача 3
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. Последовательность 
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 состоит из чередующихся 
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 и 
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. Покажите, что эта последовательность не имеет предела. 
Указание. Предположим, что число 
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 является пределом данной последовательности. Из чисел 
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 хотя бы одно не меньше 1, то есть хотя бы одно из них заведомо больше 
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 по определению предела найдется число 
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 такое, что 
[image: image300.wmf]n

aa

e

|-|<

 при всех 
[image: image301.wmf]nM

>

. Следовательно, если 
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. Но это невозможно. 
Задача 5
[image: image306.wmf]**

. Покажите, что одна и та же последовательность не может иметь несколько разных пределов. 
Указание. Предположим, что числа 
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 и 
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 являются пределами последовательности 
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, причем 
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 и числа 
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 найдется число 
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 такое, что 
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. Аналогично, для этого 
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 и числа 
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 найдется число 
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 такое, что 
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В итоге получаем 
[image: image327.wmf]abab
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, что при различных 
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 и 
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 невозможно. 
Это рассуждение полезно проиллюстрировать на числовой прямой, что позволяет разъяснить смысл приведенного доказательства. 
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