Тема 10. Предел последовательности
09-10-05. Понятие о числовом ряде. Геометрический ряд

Теория

5.1. Понятие предела числовой последовательности позволяет рассматривать суммы, у которых множество слагаемых бесконечно. Такие суммы называются рядами. 

Рассмотрим ряд 
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Сумма 
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 начальных слагаемых этого ряда имеет вид 
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и называется частичной суммой данного ряда. 

Преобразуем 
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 следующим образом: 
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После раскрытия скобок одинаковые слагаемые с противоположными знаками взаимно уничтожаются, и будем иметь равенство: 
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Отсюда 
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Следовательно, последовательность частичных сумм 


[image: image8.wmf]12

,,...,,...

n

SSS


имеет предел равный 1. 

Этот предел называется суммой данного ряда 
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что записывают в виде равенства 
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Иногда в этом случае говорят, что данный ряд сходится к числу 1. 

5.2.* Для всякой бесконечной числовой последовательности 
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(1)

называется рядом. 

Сумма 
[image: image15.wmf]n

 первых его слагаемых 
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называется частичной суммой ряда (1). 

Ряд (3) называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм 
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,... имеет предел. В этом случае предел 
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называется суммой ряда (1). 

Говорят также, что ряд (1) сходится к числу 
[image: image21.wmf]S

 и пишут 
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Последовательность частичных сумм 
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 может не иметь предела. В таком случае ряд (1) называется расходящимся. 

Например, частичные суммы ряда 
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неограниченно возрастают. Поэтому последовательность частичных сумм этого ряда не имеет предела, а значит ряд расходится. 

5.3.** Для записи ряда 


[image: image25.wmf]12

++...++...

n

aaa


иногда используется знак 
[image: image26.wmf]å

. Тогда данный ряд можно записать в виде 
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где стоящий над 
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 знак 
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 указывает на то, что рассматривается выражение, содержащее бесконечное число слагаемых, занумерованных натуральными числами. 

Последовательность частичных сумм ряда 
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 можно записать в виде формулы общего члена: 
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Тогда для сходящегося ряда существует предел 
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В этом случае сумму ряда можно записать в виде 
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Например, для ряда, рассмотренного в пункте 5.1, можно записать равенство 
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5.4.** В некоторых случаях члены ряда 
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 удается представить в виде 
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, где 
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 — функция, заданная некоторым выражением, зависящим от переменной 
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. Тогда 
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Отсюда следует, что существование суммы рассматриваемого ряда зависит от существования предела последовательности 
[image: image43.wmf]((1))
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. В том случае, когда существует 
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5.5. Ряд, члены которого составляют геометрическую прогрессию, называется геометрическим рядом. 

Геометрический ряд имеет вид 
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где 
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 и 
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 — фиксированные числа, причем 
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Число 
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 называется знаменателем геометрического ряда. 

Теорема. Геометрический ряд при 
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 сходится и имеет сумму 
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Доказательство. Пусть 
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, то есть 
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. По формуле для суммы 
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 начальных членов геометрической прогрессии имеем: 
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Отсюда 
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Следовательно, 
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при любом натуральном 
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. Так как 
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. Это значит, что 
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, откуда по определению 
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Тем самым доказана сходимость геометрического ряда при 
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 и получена формула (2) для вычисления суммы этого ряда. 

Геометрический ряд 
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имеет первый член 
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, знаменатель 
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, то этот ряд сходится, и по формуле (2) его сумма равна 
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Геометрический ряд 
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имеет первый член 
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, знаменатель 
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. Поскольку 
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, то этот ряд сходится, и по формуле (2) его сумма равна 
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5.6. При 
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 члены геометрического ряда убывают: 
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В этом случае сумму ряда 
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иногда называют суммой бесконечно убывающей геометрической прогрессии. 

5.7.** Разберем использование геометрической прогрессии при вычислении площади одной необычной геометрической фигуры. 

Рассмотрим квадрат площадью 1 дм
[image: image80.wmf]2

. Разделим каждую его сторону на три равные части и образуем восьмиугольник, как на рисунке 1. Площадь каждого отрезаемого уголка равна 
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), таких уголков четыре, а поэтому площадь восьмиугольника равна 
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Разделим каждую сторону восьмиугольника на три равные части и образуем шестнадцатиугольник. Площадь каждого отрезаемого уголка равна 
[image: image85.wmf]1
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 от площади предыдущего отрезаемого уголка, что можно видеть из рисунка 2. Значит, площадь каждого отрезаемого уголка равна 
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Разделим каждую сторону шестнадцатиугольника на три равные части и образуем 32-угольник, условно изображенный на рисунке 3. Площадь каждого отрезаемого уголка равна 
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 от площади предыдущего отрезаемого уголка. Значит, площадь каждого отрезаемого уголка равна 
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), таких уголков шестнадцать, а поэтому площадь 32-угольника равна 
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Намеченный процесс можно продолжить шаг за шагом. 

5.8.* Покажем, что при 
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 геометрический ряд 
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 расходится. 

Рассмотрим сначала случай, когда 
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. Из неравенства Бернулли при любом натуральном 
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 получаем неравенство: 
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Поэтому число 
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 неограниченно возрастает с возрастанием 
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. Поскольку 
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то 
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 также неограниченно растет с возрастанием 
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. Следовательно, при 
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 последовательность частичных сумм 
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не является ограниченной, а поэтому не имеет предела. 

Таким образом, при 
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 геометрический ряд расходится. 

Пусть 
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также не является ограниченной и не имеет предела. В этом случае геометрический ряд снова расходится. 

Пусть 
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. Тогда геометрический ряд имеет вид 


[image: image116.wmf]0

-+-+...,¹.

aaaaa


Частичные суммы этого ряда с нечетным номером равны 
[image: image117.wmf]a

, а с четным номером равны нулю. Поэтому последовательность частичных сумм состоит из чередующихся чисел 
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 и 0, а значит, не имеет предела. 

Следовательно, при 
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 геометрический ряд также расходится. 

Контрольные вопросы

1. Что называется частичной суммой ряда 
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2. Какой ряд называется сходящимся? 

3. Что такое сумма сходящегося ряда? 

4. Какой ряд называется геометрическим рядом? 

5. Сформулируйте и докажите теорему о сходящемся геометрическом ряде. 

6. Что называется бесконечно убывающей геометрической прогрессией? 

7. Чему равна сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии? 

8. Приведите пример расходящегося геометрического ряда. 

Задачи и упражнения

1. Найдите знаменатель и сумму геометрического ряда 


[image: image121.wmf]3927

1

21664

-+-+....


2. Вычислите сумму площадей последовательности треугольников, в которой первым членом является равносторонний треугольник со стороной, равной 1, а каждый последующий член имеет своими вершинами середины сторон предыдущего треугольника. 

3. Найдите сумму площадей последовательности квадратов, в которой первым является квадрат со стороной 1, а каждый последующий квадрат имеет своими вершинами середины сторон предыдущего квадрата. 

4. Найдите сумму геометрического ряда: 

а) 
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5.*Фигура на рисунке 4 составлена из бесконечного множества квадратов. Сторона первого из них равна 1, а сторона каждого последующего квадрата равна 
[image: image124.wmf]3
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 стороны предыдущего квадрата. Вычислите площадь такой фигуры. 

6.* На куб с ребром 1 поставили куб с ребром 
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, на него — куб с ребром 
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, затем — куб с ребром 
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 и так далее. Найдите сумму объемов всех кубов и высоту получившегося геометрического тела. 

7. Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии равна 120, а первый член прогрессии равен 3. Найдите знаменатель прогрессии. 

8. Какой геометрический ряд имеет сумму 
[image: image128.wmf]7
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 и начинается с единицы? 

9. Для каких углов 
[image: image129.wmf]a

 сходится геометрический ряд 
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 и чему равна его сумма? 

10.** В острый угол 
[image: image131.wmf]a

 последовательно вписаны окружности, касающиеся друг друга (рисунок 5). Радиус первой окружности равен 
[image: image132.wmf]1

R

. 

а) Найдите радиусы 
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, 
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,... остальных окружностей; 

б) покажите, что последовательность радиусов образует бесконечно убывающую геометрическую прогрессию; 

в) докажите, что сумма 
[image: image136.wmf]123
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 равна расстоянию от центра первой окружности до вершины угла. 
11.** В геометрическом ряде 1-1+1-1+... расставьте скобки так, чтобы получился ряд: 

а) сходящийся к нулю; б) сходящийся к 1. 

Ответы и указания

Задача 10
[image: image137.wmf]**

. В угол 
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, последовательно вписаны окружности, касающиеся друг друга. Радиус первой окружности равен 
[image: image140.wmf]1
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. 
а) Найдите радиусы 
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остальных окружностей; 
б) покажите, что последовательность радиусов образует бесконечно убывающую геометрическую прогрессию; 
в) докажите, что сумма 
[image: image142.wmf]123
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 равна расстоянию от центра первой окружности до вершины угла. 
Указание. Пусть 
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[image: image144.wmf]1

n

O

+

 — центры двух последовательных касающихся окружностей (рис. 1). Проводя перпендикуляры 
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 и 
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 к одной стороне угла и перпендикуляр 
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 получаем 
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. В результате приходим к тому, что последовательность 
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 радиусов является геометрической прогрессией с положительным знаменателем, меньшим единицы. 
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