Тема 11. Элементы теории вероятностей
В этой теме вы познакомитесь со случайными исходами экспериментов, с множеством всех исходов эксперимента, событиями, вероятностью событий. Вы узнаете, как можно извлекать практическую пользу из математического понятия вероятности. 

09-11-01. Классическое определение вероятностей

Теория

1.1. Теория вероятностей изучает вероятности событий, встречающихся в явлениях со случайными, то есть практически непредсказуемыми исходами. Условимся такие явления называть экспериментами со случайными исходами, или, для краткости, просто экспериментами. Разберем некоторые примеры таких экспериментов.  
Пример 1. Спортлото  "5 из 36". 
На 36 шарах написали номера от 1 до 36 по одному номеру на каждом шаре. Шары кладут в специальный барабан и тщательно перемешивают. Затем из барабана по одному последовательно вынимают 5 шаров. Зрители предварительно записали на особых бланках по 5 номеров, стремясь угадать те номера, которые будут извлечены из барабана. 

Какова вероятность, что мы угадаем первый вынутый шар? 

На этот вопрос нетрудно дать правильный ответ:  "Один из 5 записанных нами номеров будет выбран с вероятностью 5/36, так как всего шаров 36". 

Пример 2. Книжная лотерея. 

Продавец книжного киоска положил в барабан 50 скатанных в шарики листочков бумаги, на 7 из которых написано: "Вы выиграли право купить за половину цены любую книгу в этом киоске", а на остальных: "Извините, но вы ничего не выиграли". За определенную плату покупатели имеют право вынуть из барабана один из шариков. 

Какова вероятность выигрыша в этой лотерее? 

На этот вопрос также нетрудно получить правильный ответ: "Один из 7 содержащих выигрыш шариков будет выбран с вероятностью 7/50, так как всего шариков 50". 

Пример 3. "Предсказание судьбы". 

В барабан кладут полые шары, внутри которых находятся записки с предсказанием судьбы. 

Какова вероятность того, что извлеченный шар содержит, например, предсказание о том, что в будущем у вытащившего этот шар будет двое детей? 

Чтобы ответить на этот вопрос, надо знать, сколько всего шаров в барабане, и в скольких из них содержится записка, предсказывающая рождение ровно двоих детей. Если, например, шаров в урне 100, и в 95 из них содержится записка, предсказывающая рождение у вынимающего шар ровно двоих детей, то вероятность такого предсказания равна 0,95. 

1.2. Перечислим предположения, которые использовались в примерах из предыдущего пункта. 

I. Пока рассматривались только эксперименты, состоящие в случайном выборе одного шара из множества всех шаров, находящихся в некотором барабане. Тем самым в каждом из примеров очевидно было выполнено предположение. Предположение 1. 
Рассматриваемый эксперимент состоит в случайном выборе одного элемента из некоторого конечного множества элементов. 

Выбранный элемент называют исходом эксперимента, а множество из которого он выбирается — множеством всех возможных исходов эксперимента. 

Множество всех возможных исходов можно обозначать разными буквами. Но чаще всего используется последняя буква греческого алфавита 
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 (читается "омега") чтобы подчеркнуть, что больше никаких исходов нет. 

II. Во всех рассматривавшихся выше примерах среди всех шаров выделялась часть, обладающая некоторыми интересующими нас свойствами. В спортлото это были шары с загаданными нами номерами, а в книжной лотерее - шары с записками о выигрыше. И нас каждый раз интересовало событие, состоящее в том, окажется ли случайно выбранный шар одним из этих выделенных шаров. 

В результате видно, что в каждом из рассмотренных примеров было выполнено предположение. Предположение 2. 
Пусть 
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  — некоторое подмножество множества всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбранный в результате эксперимента элемент оказался одним из элементов множества 
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, то говорят, что произошло событие 
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. 

Таким образом, событие 
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 всегда является частью множества 
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 всех возможных исходов. 

III. Наконец, при вычислении вероятностей событий использовалось предположение. 

Предположение 3. 
Все исходы эксперимента — равновероятны. 

Чтобы было выполнено это предположение достаточно перед выбором шара хорошо перемешать все шары в барабане. 

IV. При выполнении перечисленных предположений 1, 2 и 3 можно говорить о вероятности каждого события. 

Определение. 
Вероятностью события 
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 называют число 
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 равное отношению числа элементов в множестве 
[image: image9.wmf]A

 к числу всех возможных исходов эксперимента. 

Приведенное определение называют классическим определением вероятности. Это самый простой и самый древний частный случай определения вероятностей. Это определение иногда приводят в следующем менее строгом виде. 

Вероятностью события называется число, равное отношению числа исходов, благоприятных этому событию, к числу всех возможных исходов. 

1.3. Приведем еще несколько широко известных примеров экспериментов со случайными исходами. 

Пример 4. Подбрасывание монеты. 

Если подбросить монету, закрутив ее, то она выпадет кверху либо орлом, либо решкой. При этом возможность выпадения на ребро может не учитываться. Если монета симметрична, то нет никаких сомнений, что шансы получить любой из этих исходов одинаковы. Поэтому на вопрос о том, какова вероятность, что выпадет орел (то есть, что монета ляжет орлом кверху), обычно отвечают: "вероятность onkswhr| орел равна 1/2 так как орел может выпадать в одном случае из двух." 

Пример 5. Подбрасывание игральной кости. 

Игральной костью называют кубик, на шести гранях которого выдавлены, соответственно, одна, две, три, четыре, пять и шесть точек. Обычно сумма числа точек на противоположных гранях равна 7. 

Если кубик подбросить, то он выпадет одной из граней кверху. Подсчитав число точек на верхней грани, говорят, что выпало столько-то очков. Предполагаем, что кубик сделан из однородного материала, а потому считаем, что любой из возможных шести исходов этого эксперимента равновероятен. 

Пусть теперь нам задали вопрос: какова вероятность 
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 того, что выпадет не менее трех очков? 

Обычно рассуждают так: в четырех случаях из шести может выпасть не менее трех очков: это 3, 4, 5, 6. Поэтому вероятность 
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 получить не менее трех очков равна 
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, то есть 
[image: image13.wmf]2

3

, так как не менее трех очков выпадает в четырех случаях из шести. 

1.4. Для любого конечного множества 
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 условимся через 
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 обозначать число всех элементов, содержащихся в этом множестве 
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. 

Перепишем теперь классическое определение вероятности, используя это удобное обозначение. 

При выполнении предположений 1, 2 и 3 вероятностью события 
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 называют число 
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, которое находится по формуле 
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Таким образом, из всего сказанного выше можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в выборе с равной вероятностью одного элемента из множества 
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, содержащего 
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 элементов. Тогда вероятность 
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 события, состоящего в том, что выбранный элемент окажется одним из элементов множества 
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, можно вычислить по формуле 
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1.5.** Рассмотрим несколько примеров задач на подсчет вероятностей, возникающих при вытягивании одной карты из карточной колоды. 

Предположим, что в карточной колоде 36 карт, и мы наугад вытягиваем одну карту. Какова вероятность того, что эта карта — король? 

Ответ: "Так как в колоде 4 короля из 36 карт, то вероятность вытянуть короля равна 
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А какова вероятность 
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 вытянуть карту, которая одновременно будет и королем и пикой? 

Ответ: "Так как в колоде четыре масти с одинаковым числом карт в масти, то в колоде 9 пик из 36 и вероятность вытянуть пику равна 
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А какова вероятность 
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 вытянуть карту, которая одновременно будет и королем и пикой? 

Ответ: "Так как пиковый король один в колоде, то 
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А какова вероятность 
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 вытянуть карту, которая будет или королем или пикой? 

Ответ: "Так как в колоде 9 пик и еще 3 короля, которые не являются пиками, то 
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А какова вероятность 
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 вытянуть карту, которая будет одновременно и королем и тузом? 

Ответ: "Такого не бывает, поэтому это событие не содержит элементов, и 
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Множество всех возможных исходов эксперимента, который мы рассматривали в этом пункте, можно описать как множество 
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 всех карт в колоде: 
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где 
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 — означает  "пики", 
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 — "крести", 
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 — "буби", 
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 — "черви", 
[image: image43.wmf]В

 — валет, 
[image: image44.wmf]Д

 –дама, 
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 — король, 
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 — туз. 

Контрольные вопросы

1. Что такое множество исходов? 

2. Что такое событие? 

3. Как понимать равновероятные исходы? 

4. Как вычислять вероятность события в случае равновероятных исходов? 

5.* Как вы понимаете слова  "классическое определение вероятности"? 

6. Какие примеры экспериментов с равновероятными исходами вы знаете? 

7. Что означает запись 
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Задачи и упражнения

1. В игре “Спортлото 6 из 49” шары последовательно выбираются из барабана, в котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Каковы вероятности, что номер первого выпуклого шара:
а) будет равен 10; 

б) будет менее 10; 

в) совпадет с одним из следующих номеров: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; 

г) разделится на 5; 

д) при делении на 7 даст остаток 5. 

2. Предположим, что в эксперименте, описанном в предыдущей задаче, первый вынутый шар имел номер 33 , а вторым вынули шар с номером 5. Каковы в этом случае вероятности, что номер третьего вынутого шара удовлетворяет одному из условий а) - д) из задачи 1? 

3. В барабане перемешаны 36 шаров четырех разных цветов: красного, белого, черного и синего. И на 9 шарах каждого из цветов написано по одной цифре от 1 до 9. Каковы вероятности, что первый вынутый шар: 

а) белого цвета; 

б) любого цвета, кроме черного; 

в) имеет номер 7; 

г) небелый шар с номером 7; 

д) имеет четный номер; 

е) будет белым шаром с четным номером; 

ж) будет либо белым шаром, либо шаром с номером 7; 

з) будет либо небелым шаром, либо шаром с номером 7; 

и) будет либо белым шаром, либо шаром с четным номером; 

к) будет либо небелым шаром, либо шаром с нечетным номером; 

л) выбранный шар имеет четный номер; 

м) выбранный шар имеет нечетный номер; 

н) выбранный шар имеет двузначный номер. 

4. Предположим, что в эксперименте, описанном в предыдущей задаче, первый вынутый шар оказался белого цвета с номером 2. Каковы в этом случае вероятности, что шар, вынутый вторым, удовлетворяет одному из условий а) - к) из задачи 3? 

5. Некто загадал одну из 10 цифр. Какова вероятность, что вы угадаете эту цифру: а) с первой попытки; б) затратив не более трех попыток? 
6. Предположите, для простоты, что вы заранее решили, какие три цифры вы будете называть и в каком порядке. Ответьте на вопросы из задачи 5 в случае, если вы: а) забыли последнюю цифру номера телефона своей знакомой; б) забыли предпоследнюю цифру этого номера телефона; в) забыли две последние цифры этого номера? 

7. Ответьте на вопросы из задачи 5 в случае, если вы: а) забыли последнюю цифру кода, набранного вами в камере хранения; б) забыли эту цифру, но помните, что она нечетная; в) забыли эту цифру, но помните, что она четная и не нуль? 

8.** В колоде из 36 карт потеряна одна карта — король пик. Из этой колоды случайным образом выбирается еще одна карта. Какова вероятность. что вынутая карта: а) дама; б) бубновой масти; в) или дама, или бубновой масти; г) король; д) пиковой масти; е) или король, или пиковой масти; ж) выбранная карта не пиковой масти? 

9. В угол пустой шахматной доски ставится черный король, а на одно из остальных свободных мест случайным образом ставится белая фигура. Какова вероятность, что черный король находится под боем, если известно, что: а) белая фигура — это слон; б) белая фигура — это ладья; в) белая фигура — это ферзь; г) белая фигура — это конь? 

10. Ответьте на вопросы задачи 9 в случае, когда черный король ставится на одно из полей рядом с центром доски? 
11. В зрительном зале 
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 рядов занумерованных от 1 до 
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, в каждом из которых 
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 мест, также занумерованных от 1 до 
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. Какова вероятность, что на купленном в этот зал билете номер ряда не совпадает с номером места? 
12. Придумайте сами несколько задач о подсчете вероятностей, по возможности с запутанными формулировками, которые бы решались так же просто, как все приведенные выше задачи. 

13.** Пусть эксперимент состоит в получении от кондуктора автобусного билета с шестизначным номером (при этом для удобства предполагаем, что существует номер со всеми нулевыми цифрами). Какова вероятность того, что: 

а) первая цифра номера не равна нулю; 

б) ни одна из цифр номера не равна нулю; 

в) число, образованное тремя первыми цифрами номера, равно числу, образованному тремя последними цифрами номера; 

г) достался "счастливый билет", то есть билет с номером, у которого сумма трех первых цифр равна сумме трех последних цифр? 

Ответы и указания

котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Каковы вероятности, что номер первого вынутого шара: 
а) будет равен 10; 
б) будет менее 10; 
в) совпадет с одним из следующих номеров: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; 
г) разделится на 5; 
д) при делении на 7 даст остаток 5? 

Указание. В каждом из случаев надо вычислить число исходов, соответствующих рассматриваемому событию. 

Аналогично решаются задачи 3, 4, 6, 7, 8
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Задача 2. Предположим, что в эксперименте, описанном в предыдущей задаче, первый вынутый шар имел номер 33, а вторым вынули шар с номером 5. Каковы в этом случае вероятности, что номер третьего вынутого шара удовлетворяет одному из условий а) - д) из задачи 1? 

Указание. В этом случае задача сводится к выбору из 47 шаров с номерами от 1 до 49, за исключением номеров 33 и 5. 

Задача 5
[image: image53.wmf]**

. Некто загадал одну из 10 цифр. Какова вероятность, что вы угадаете эту цифру: 
а) с первой попытки; 
б) затратив не более трех попыток? 
Предположите для простоты, что вы заранее решили, какие три цифры вы будете называть и в каком порядке. 

Указание. б) С учетом сделанного предположения выбор происходит из упорядоченных наборов трех различных цифр, и всего таких наборов 
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. Из них для каждой задуманной цифры составляют рассматриваемое событие, в которых угадана либо первая из названных цифр (таких наборов 
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), либо вторая из названных цифр (таких наборов также 
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), либо третья из названных цифр (таких наборов также 
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). В итоге данное событие состоит из 
[image: image58.wmf]398

××

 исходов, а поэтому его вероятность 
[image: image59.wmf]3983

109810

P

××

××

==

. 

Задача 9. В угол пустой шахматной доски ставится черный король, а на одно из остальных свободных мест случайным образом ставится белая фигура. Какова вероятность, что черный король находится под боем, если известно, что: 
а) белая фигура — это слон; 
б) белая фигура - – это ладья; 
в) белая фигура — это ферзь; 
г) белая фигура — это конь? 

Указание. Король находится под боем, если: а) слон стоит на одном из 7 полей; б) ладья стоит на одном из 14 полей; в) ферзь стоит на одном из 21 полей; г) конь стоит на одном из 2 полей. 

Задача 10. Ответьте на вопросы задачи 9 в случае, когда черный король ставится на одно из полей рядом с центром доски. 

Указание. Король находится под боем, если: а) слон стоит на одном из 13 полей; б) ладья стоит на одном из 14 полей; в) ферзь стоит на одном из 27 полей; г) конь стоит на одном из 8 полей. 

Задача 11. В зрительном зале 
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 рядов, занумерованных от 1 до 
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, в каждом из которых 
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 мест, также занумерованных от 1 до 
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. Какова вероятность, что на купленном в этот зал билете номер ряда не совпадает с номером места? 

Указание. Всего в зале 
[image: image64.wmf]2
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 кресел. Из них номер ряда совпадает с номером места в ряду для 
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 кресел. 

Задача 13
[image: image66.wmf]**

. Пусть эксперимент состоит в получении от кондуктора автобусного билета с шестизначным номером (при этом для удобства предполагаем, что существует номер со всеми нулевыми цифрами). Какова вероятность того, что: 
а) первая цифра номера не равна нулю; 
б) ни одна из цифр номера не равна нулю; 
в) число, образованное тремя первыми цифрами номера, равно числу, образованному тремя последними цифрами номера; 
г) достался "счастливый билет", то есть билет с номером, у которого сумма трех первых цифр равна сумме трех последних цифр? 

Указание. а) Таких номеров 
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. б) Таких номеров 
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. в) Таких номеров 
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. г) Вычисление числа "счастливых билетов" является непростой задачей. Одно из решений основано на следующих закономерностях. Обозначим через 
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 количество упорядоченных наборов из трех цифр, сумма которых равна 
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 "счастливых билетов" равно 
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После этого один из способов получения окончательного ответа основан на вычислении 
[image: image75.wmf]m
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 методом полного перебора. Если это проделать, то получится следующее: 
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Другой способ основан на применении методов комбинаторики к нахождению числа 
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 неотрицательных чисел, удовлетворяющих уравнению 
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, то число 
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 совпадает с числом решений уравнения 
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 в натуральных числах с учетом порядка неизвестных. Для решения последней задачи можно записать с промежутками 
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 ограничителей, что можно сделать 
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 числом способов. Суммируя для каждой расстановки ограничителей стоящие между ними единицы, получаем всевозможные решения уравнения 
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