Тема 11. Элементы теории вероятностей
09-11-02. Геометрические вероятности

Теория

2.1. В этом параграфе рассмотрим некоторые эксперименты, которые можно представить как случайный выбор точки из некоторого геометрического множества. Начнем со следующего примера. 

Пример 1. Из теста, в которое бросили маковое зернышко, сделали булку в виде жаворонка. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется в голове жаворонка? 

Для получения ответа на заданный вопрос надо объем головы жаворонка разделить на объем всего теста. В этом примере булку мы представляем себе как некоторое множество 
[image: image1.wmf]T

 точек в пространстве, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
[image: image2.wmf]T

. Мы предполагаем также, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
[image: image3.wmf]C

 множества 
[image: image4.wmf]T

, зависит лишь от объема 
[image: image5.wmf]()

VC

 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
[image: image6.wmf]T

. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора равномерно распределена в множестве 
[image: image7.wmf]T

. 

Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image8.wmf]W

 объема 
[image: image9.wmf]()
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 с равномерным распределением в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image10.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
[image: image11.wmf]A

, имеющее объем 
[image: image12.wmf]()
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, называют число 
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2.2. В этом пункте рассмотрим равномерные распределения вероятностей для фигур на плоскости. 

Пример 2. Тесто, в которое бросили маковое зернышко, раскатали в виде блина площадью 
[image: image14.wmf]s

. После этого на блин положили форму для изготовления печенья площадью 
[image: image15.wmf]0

s

. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется внутри формы? 

Для получения ответа на этот вопрос нужно площадь 
[image: image16.wmf]0

s

 печенья разделить на площадь 
[image: image17.wmf]s

 блина. 

В этом примере блин представляет некоторое множество 
[image: image18.wmf]M

 точек на плоскости, а эксперимент состоит в случайном выборе точки из этого множества. 

Мы предполагаем опять, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
[image: image19.wmf]M

. Это означает, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
[image: image20.wmf]Z

 множества 
[image: image21.wmf]M

, зависит лишь от площади 
[image: image22.wmf]()

SZ

 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
[image: image23.wmf]M

. 

Обобщая пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image24.wmf]W

 площади 
[image: image25.wmf]()
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image26.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
[image: image27.wmf]A

 площадью 
[image: image28.wmf]()
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 называют число 
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2.3. В этом пункте рассмотрим равномерные распределения вероятностей для промежутков прямой. 

Пример 3. Из специально выплавленного сверхчистого металла сделали сверхтонкую проволоку длины 
[image: image30.wmf]l

. При наматывании проволока порвалась в одном месте из-за случайно попавшей в металл одной частички недопустимой примеси. Какова вероятность, что разрыв произошел на расстоянии менее 
[image: image31.wmf]01
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 от середины проволоки? Для получения ответа на этот вопрос надо заметить, что интересующее нас событие происходит только в случае, если частичка примеси попадает в интервал длины 
[image: image32.wmf]02
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. Следовательно, искомая вероятность равна 
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В этом примере проволоку мы представляем себе как некоторое множество 
[image: image34.wmf]U

 точек на прямой, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
[image: image35.wmf]U

. 

При этом также предполагаем, что вероятность каждого события, состоящего в попадании этой случайно выбранной точки в любой отрезок 
[image: image36.wmf]I

, лежащий внутри множества 
[image: image37.wmf]U

, зависит лишь от длины 
[image: image38.wmf]()
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 этого отрезка, где бы этот отрезок ни находился в множестве 
[image: image39.wmf]U

. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
[image: image40.wmf]U

. 

Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из отрезка 
[image: image41.wmf]W

 длины 
[image: image42.wmf]()

LW

 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image43.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в отрезок 
[image: image44.wmf]A

 длины 
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 называют число 
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2.4. В этом пункте рассмотрим равномерные распределения вероятностей на окружностях. 

Пример 4. Рулетка в казино. 
Круг разделен на 37 секторов, причем 36 секторов с номерами от 1 до 36 равны, а сектор с номером 0 (выигрыш казино) отличается от каждого из предыдущих. Пусть сектор с номером 0 опирается на дугу длины 
[image: image47.wmf]0
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, а общая длина окружности рулетки равна 
[image: image48.wmf]l

. Какова в этом случае вероятность 
[image: image49.wmf]0

p

 того, что стрелка остановится в секторе с номером 0? 

В этом примере эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности рулетки. Мы, конечно, предполагаем, что вероятность выбора точка равномерно распределена на окружности. Это означает, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую дугу 
[image: image50.wmf]D

 этой окружности, зависит лишь от длины 
[image: image51.wmf]()
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 этой дуги, а не от ее расположения. 

При этих предположениях ответ в приведенном выше примере будет 
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Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности 
[image: image53.wmf]W

 длины 
[image: image54.wmf]()
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки на этой окружности. Тогда вероятностью 
[image: image55.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки на дугу 
[image: image56.wmf]A

 длины 
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 называют число 
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2.5.** Пусть множество 
[image: image59.wmf]B

 на прямой состоит из одного или нескольких попарно непересекающихся отрезков. Обозначим через 
[image: image60.wmf]()
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 сумму длин всех этих отрезков, составляющих множество 
[image: image61.wmf]B

. Условимся теперь, что определение вероятностей для множеств на прямой из пункта 2.3. остается справедливым и для множеств 
[image: image62.wmf]W

 и 
[image: image63.wmf]A

, состоящих из одного или нескольких непересекающихся отрезков. 

Аналогично, пусть множество 
[image: image64.wmf]B

 состоит из одной или нескольких попарно непересекающихся дуг одной и той же окружности. Обозначим через 
[image: image65.wmf]()

LB

 сумму длин всех дуг, составляющих множество 
[image: image66.wmf]B

. Договоримся и в этом случае, что определение вероятностей для множеств на окружности из пункта 2.4. остается справедливым и для множеств 
[image: image67.wmf]W

 и 
[image: image68.wmf]A

, состоящих из одной или нескольких непересекающихся дуг одной и той же окружности. 

Сделанные обобщения позволяют увеличить число задач на вычисление вероятностей событий. 

Пример 5. Рассмотрим еще раз рулетку из примера 4, разобранного в пункте 2.4, и предположим, что сектор с номером 0 окрашен в белый цвет, сектора с нечетными номерами — в зеленый, а остальные сектора — в красный. Какова в этом случае вероятность 
[image: image69.wmf]p

, что стрелка остановится на  "зеленом"? 

Заметим, что каждый из секторов, имеющих номера с 1 по 36, опираются на равные дуги длиной 
[image: image70.wmf]0
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. Значит, общая длина дуг всех 18 секторов, имеющих нечетные номера равна 
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Поэтому вероятность 
[image: image72.wmf]p

 события, состоящего в том, что стрелка остановится в секторе с нечетным номером, находится по формуле 
[image: image73.wmf](
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2.6. Как промоделировать событие заданной вероятности? 

Пусть нам задано некоторое число 
[image: image74.wmf]p

, лежащее в интервале от 0 до 1, и мы хотим провести такой эксперимент, чтобы в нем некоторое событие происходило с вероятностью 
[image: image75.wmf]p

. 

Если вспомнить разобранные перед этим задачи, то достаточно взять рулетку с окружностью некоторой длины 
[image: image76.wmf]l

 и выделить сектор, опирающийся на дугу длины 
[image: image77.wmf]pl

. Тогда вероятность события, состоящего в том, что стрелка остановится в этом секторе, равна 
[image: image78.wmf]p

. 

Если нет рулетки, то можно вырезать картонный круг диаметром около 20 см и выделить в нем при помощи транспортира сектор величиной 
[image: image79.wmf]360
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. Затем можно сделать из этого круга волчок, вставив ось в центр круга. Тогда вероятность того, что волчок после остановки коснется стола или пола точкой, лежащей внутри дуги отмеченного сектора, с большой точностью будет равна 
[image: image80.wmf]p

. 

Если этот эксперимент с волчком повторить 
[image: image81.wmf]1
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 раз, то мы получим 
[image: image82.wmf]n

 независимых повторений одного и того же эксперимента, в каждом из которых может происходить или не происходить некоторое событие, имеющее заданную вероятность 
[image: image83.wmf]p

. В следующем параграфе вы узнаете, зачем может возникнуть потребность проводить большое число независимых повторений одного и того же эксперимента. С этой целью в современных компьютерах имеются специальные программы, называемые датчиками случайных чисел. Эти программы позволяют получать случайные числа, которые моделируют равномерное распределение вероятностей в интервале (0, 1), и дают возможность производить любое число независимых повторений этого эксперимента. 

Контрольные вопросы

1. Как определяется вероятность события при равномерном распределении вероятностей в некотором множестве пространства? 

2. Как определяется вероятность события, при равномерном распределении вероятностей на некотором множестве плоскости? 

3. Как определяется вероятность события, при равномерном распределении вероятностей на промежутке прямой или на окружности? 

4.* Как связаны равномерные распределения вероятностей на окружности в интервале? 

5. Какие способы практического получения случайных точек с равномерным распределением вероятностей на окружности вы знаете? 

6. Какие примеры задач на геометрические вероятности вы знаете? 

Задачи и упражнения

1. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image84.wmf]R

 случайным образом. Какова вероятность того, что она попадет в круг радиуса 
[image: image85.wmf]2

R

, имеющий тот же центр? 

2. Точка выбирается в шаре радиуса 
[image: image86.wmf]R

. Какова вероятность, что она попадет в шар радиуса 
[image: image87.wmf]2
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, имеющий тот же центр? 

3. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image88.wmf]R

, ограниченного окружностью 
[image: image89.wmf]S

. Какова вероятность того, что точка попадет: 

а) в квадрат, вписанный в окружность 
[image: image90.wmf]S

; 

б) в правильный шестиугольник, вписанный в окружность 
[image: image91.wmf]S

; 

в) в равносторонний треугольник, вписанный в окружность 
[image: image92.wmf]S

; 

г) в равнобедренный прямоугольный треугольник, вписанный в окружность 
[image: image93.wmf]S

? 

4. Точка выбирается внутри квадрата. Какова вероятность того, что она попадет: 

а) в круг, вписанный в этот квадрат; 

б) внутрь квадрата, вписанного в окружность, которая касается всех сторон заданного квадрата? 

5. Точка выбирается на отрезке 
[image: image94.wmf](66)
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 числовой оси. Какова вероятность того, что точка окажется на расстоянии большем 3 от начала координат? 

6.* Точка выбирается на окружности радиуса 
[image: image95.wmf]R

 с центром в начале координат. Какова вероятность того, что проекция этой точки на ось абсцисс находится от начала координат на расстоянии более 
[image: image96.wmf]2

R

? 

7.* Как изменится ответ на вопрос задачи 6, если точка ставится в круге радиуса 
[image: image97.wmf]R

 с центром в начале координат? 
8. В стоге сена конической формы ищется потерянная на лугу золотая иголка. Какова вероятность того, что иголка находится в верхней половине стога? 
9. В куче снега, имеющей форму цилиндра высотой 1 метр и радиусом 1 метр, потерян бриллиант. Какова вероятность того, что бриллиант найдется, если удалось собрать только 
[image: image98.wmf]3
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 снега из этой кучи? 
10. Во время пути из Владивостока в Москву в течение 100 часов принцесса смотрела в открытое окно вагона и в результате, потеряла перстень. Какова вероятность того, что перстень потерян между Новосибирском и Екатеринбургом, если известно, что на этом отрезке пути принцесса провела у окна 20 часов? 
11.** Какова вероятность того, что секундная стрелка часов находится ближе к минутной стрелке, чем к часовой, в предположении, что мы взглянули на часы в случайный момент времени? 
12. Придумайте сами несколько задач, связанных с подсчетом геометрических вероятностей. 

Ответы и указания

Задача 3. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image99.wmf]R

, ограниченного окружностью 
[image: image100.wmf]S

. Какова вероятность того, что точка попадет: 
а) в квадрат, вписанный в окружность 
[image: image101.wmf]S

; 
б) в правильный шестиугольник, вписанный в окружность 
[image: image102.wmf]S

; 
в) в равносторонний треугольник, вписанный в окружность 
[image: image103.wmf]S

; 
г) в равнобедренный прямоугольный треугольник, вписанный в окружность 
[image: image104.wmf]S

? 

Указание. Площадь заданного круга равна 
[image: image105.wmf]2
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. В пункте а) площадь квадрата равна 
[image: image106.wmf]2
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, поэтому вероятность попадания точки в этот квадрат 
[image: image107.wmf]2
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. В пункте б) площадь шестиугольника равна 
[image: image108.wmf]2
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, поэтому 
[image: image109.wmf]33
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. В пункте в) площадь равностороннего треугольника равна 
[image: image110.wmf]2
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, поэтому 
[image: image111.wmf]33
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. В пункте г) площадь треугольника равна 
[image: image112.wmf]2
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, поэтому 
[image: image113.wmf]1
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Задача 4. Точка выбирается внутри квадрата. Какова вероятность того, что она попадет: 
а) в круг, вписанный в этот квадрат; 
б) во внутренность квадрата, вписанного в окружность, которая касается всех сторон заданного квадрата? 

Указание. Пусть сторона квадрата равна 
[image: image114.wmf]a

. Тогда его площадь 
[image: image115.wmf]2
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. В пункте а) площадь круга равна 
[image: image116.wmf]2
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, поэтому вероятность попадания точки в этот круг 
[image: image117.wmf]4
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. В пункте б) площадь внутреннего квадрата равна 
[image: image118.wmf]2
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 независимо от его расположения в круге, поэтому 
[image: image119.wmf]1
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Задача 6
[image: image120.wmf]*

. Точка выбирается на окружности радиуса 
[image: image121.wmf]R

 с центром в начале координат. Какова вероятность того, что проекция этой точки на ось абсцисс находится от начала координат на расстоянии более 
[image: image122.wmf]2
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? 

Указание. Условию задачи соответствует попадание точки на одну из двух дуг окружности, сумма длин которых составляет 
[image: image123.wmf]2
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 от длины окружности. Поэтому 
[image: image124.wmf]2
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Задача 7
[image: image125.wmf]*

. Как изменится ответ на вопрос задачи 6, если точка ставится в круге радиуса 
[image: image126.wmf]R

 с центром в начале координат? 

Указание. Условию задачи соответствует попадание точки в один из двух сегментов, сумма площадей которых равна 
[image: image127.wmf]2
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Задача 11
[image: image129.wmf]**

. Какова вероятность того, что секундная стрелка часов находится ближе к минутной стрелке, чем к часовой, в предположении, что мы взглянули на часы в случайно выбранный момент времени? 

Указание. Исходя из житейских интуитивных представлений о вероятностях, вполне может показаться, что ожидаемая вероятность равна 
[image: image130.wmf]1
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. И это действительно почти так, потому что точное значение вероятности совсем мало отличается от 
[image: image131.wmf]1
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, однако, не совпадает с этим значением. Получение точного значения вероятности является очень непростой математической задачей и может служить основой серьезного математического исследования для наиболее заинтересованных учащихся. 

Получение основного результата в значительной степени зависит от одного из утверждений, которое, можно считать, относится к теории чисел. Поэтому сначала сформулируем и докажем это утверждение. 

Лемма. Пусть 
[image: image132.wmf]p

 и 
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 — нечетные взаимно простые числа, и две последовательности 
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 длины 
[image: image136.wmf]pq

 определяются следующим образом: 
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 для каждого 
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, где знаком 
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 обозначается целая часть числа 
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. Тогда 
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Другими словами, в последней сумме, состоящей из чисел 
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 и 
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, количество 
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 на единицу больше чем количество 
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Доказательство. Для каждого 
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 рассмотрим деление числа 
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 на 
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 и 
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. В результате получим соответственно 
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. Заметим, что различным 
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 соответствуют различные пары 
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 остатков, так как если предположить, что числа 
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 дают одинаковые остатки при делении на 
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 и на 
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 соответственно, то 
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 и на 
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, а так как числа 
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 взаимно просты, то 
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, что невозможно, так как 
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. Учитывая, что из множества 
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 всех возможных остатков при делении на 
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 и из множества 
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 всех возможных остатков при делении на 
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 можно составить всего 
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 упорядоченных пар, то множество всех пар вида 
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 совпадает с множеством всех пар вида 
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Далее, так как 
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, причем ввиду нечетности чисел 
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 справа стоит четное число. Следовательно, числа 
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 одновременно либо четны, либо нечетны. Поэтому 
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. Последняя сумма только порядком слагаемых отличается от суммы 
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, то тем самым лемма доказана. 

Перейдем к решению начальной задачи. 

Будем определять положение стрелок часов направленными углами в градусах по разметке циферблата от 
[image: image189.wmf]0
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 до 
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 в направлении вращения стрелок. Для направленных углов 
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 угол 
[image: image194.wmf]g

 занимает положение биссектрисы между углами 
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 и 
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 тогда и только тогда, когда 
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, где 
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 – некоторое целое число. Рассмотрим в пределах от 0 до 12 часов момент времени 
[image: image199.wmf]t

, измеряя время в секундах, то есть 
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 минут и 
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 часов. Поэтому положению часовой стрелки соответствует направленный угол 
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, положению минутной стрелки — направленный угол 
[image: image204.wmf](
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, положению секундной стрелки – направленный угол 
[image: image205.wmf](6)
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. Секундная стрелка занимает положение биссектрисы между часовой и минутной стрелкой когда 
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, где 
[image: image207.wmf]m

 — некоторое целое число. Отсюда 
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. В результате получаем, что при своем движении секундная стрелка через равные промежутки времени 
[image: image212.wmf]1440
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 секунд занимает положение биссектрисы угла между часовой и минутной стрелкой. Эти значения делят весь рассматриваемый промежуток времени на 1427 равных интервалов. При этом, если в конце одного из интервалов секундная стрелка ближе к минутной, чем к часовой стреле, то в начале следующего интервала секундная стрелка ближе к часовой, чем к минутной, и наоборот. 

Далее следует выделить случаи, когда часовая стрелка совпадает с минутной. Эти моменты находятся из равенства 
[image: image213.wmf]10120
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, где 
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 — некоторое целое число, их всего 11, и соответствующие точки делят весь рассматриваемый промежуток времени на 11 равных интервалов. При этом если в конце одного из таких интервалов секундная стрелка ближе к минутной, чем к часовой стрелке, то в начале следующего интервала секундная стрелка ближе к часовой, чем к минутной, и наоборот. 

В результате получаем, что если отмечать числом 
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 те моменты времени, когда секундная стрелка ближе к минутной, и числом 
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 моменты времени, когда секундная стрелка ближе к часовой, то получим функцию 
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, которая изменяет знак при переходе через каждую из отмеченных выше точек. 

Для получения окончательного ответа разобьем весь рассматриваемый промежуток времени на 
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 равных интервалов. Тогда на каждом из этих интервалов функция 
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 принимает постоянное значение либо 
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, либо 
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. Зная моменты времени, в какие функция 
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 меняет знак, можем вычислить ее значение 
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 взаимно просты. По лемме 
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. Поэтому на 
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 интервалах из 
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 значения 
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 равны 
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. Следовательно, искомая вероятность 
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 равна 
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, что только на 
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 больше 
[image: image238.wmf]1
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Содержательно этот результат означает, что на промежутке времени от 0 до 12 часов сумма длин интервалов, на которых секундная стрелка ближе к минутной, превышает сумму длин интервалов, на которых секундная стрелка ближе к часовой, всего примерно на 3 секунды. 

_1222637118.unknown

_1222637779.unknown

_1222637811.unknown

_1222637844.unknown

_1222637860.unknown

_1222637868.unknown

_1222637876.unknown

_1222637880.unknown

_1222637884.unknown

_1222637886.unknown

_1222637888.unknown

_1222637889.unknown

_1222637890.unknown

_1222637887.unknown

_1222637885.unknown

_1222637882.unknown

_1222637883.unknown

_1222637881.unknown

_1222637878.unknown

_1222637879.unknown

_1222637877.unknown

_1222637872.unknown

_1222637874.unknown

_1222637875.unknown

_1222637873.unknown

_1222637870.unknown

_1222637871.unknown

_1222637869.unknown

_1222637864.unknown

_1222637866.unknown

_1222637867.unknown

_1222637865.unknown

_1222637862.unknown

_1222637863.unknown

_1222637861.unknown

_1222637852.unknown

_1222637856.unknown

_1222637858.unknown

_1222637859.unknown

_1222637857.unknown

_1222637854.unknown

_1222637855.unknown

_1222637853.unknown

_1222637848.unknown

_1222637850.unknown

_1222637851.unknown

_1222637849.unknown

_1222637846.unknown

_1222637847.unknown

_1222637845.unknown

_1222637827.unknown

_1222637836.unknown

_1222637840.unknown

_1222637842.unknown

_1222637843.unknown

_1222637841.unknown

_1222637838.unknown

_1222637839.unknown

_1222637837.unknown

_1222637831.unknown

_1222637834.unknown

_1222637835.unknown

_1222637832.unknown

_1222637829.unknown

_1222637830.unknown

_1222637828.unknown

_1222637819.unknown

_1222637823.unknown

_1222637825.unknown

_1222637826.unknown

_1222637824.unknown

_1222637821.unknown

_1222637822.unknown

_1222637820.unknown

_1222637815.unknown

_1222637817.unknown

_1222637818.unknown

_1222637816.unknown

_1222637813.unknown

_1222637814.unknown

_1222637812.unknown

_1222637795.unknown

_1222637803.unknown

_1222637807.unknown

_1222637809.unknown

_1222637810.unknown

_1222637808.unknown

_1222637805.unknown

_1222637806.unknown

_1222637804.unknown

_1222637799.unknown

_1222637801.unknown

_1222637802.unknown

_1222637800.unknown

_1222637797.unknown

_1222637798.unknown

_1222637796.unknown

_1222637787.unknown

_1222637791.unknown

_1222637793.unknown

_1222637794.unknown

_1222637792.unknown

_1222637789.unknown

_1222637790.unknown

_1222637788.unknown

_1222637783.unknown

_1222637785.unknown

_1222637786.unknown

_1222637784.unknown

_1222637781.unknown

_1222637782.unknown

_1222637780.unknown

_1222637150.unknown

_1222637763.unknown

_1222637771.unknown

_1222637775.unknown

_1222637777.unknown

_1222637778.unknown

_1222637776.unknown

_1222637773.unknown

_1222637774.unknown

_1222637772.unknown

_1222637767.unknown

_1222637769.unknown

_1222637770.unknown

_1222637768.unknown

_1222637765.unknown

_1222637766.unknown

_1222637764.unknown

_1222637755.unknown

_1222637759.unknown

_1222637761.unknown

_1222637762.unknown

_1222637760.unknown

_1222637757.unknown

_1222637758.unknown

_1222637756.unknown

_1222637751.unknown

_1222637753.unknown

_1222637754.unknown

_1222637752.unknown

_1222637152.unknown

_1222637750.unknown

_1222637151.unknown

_1222637134.unknown

_1222637142.unknown

_1222637146.unknown

_1222637148.unknown

_1222637149.unknown

_1222637147.unknown

_1222637144.unknown

_1222637145.unknown

_1222637143.unknown

_1222637138.unknown

_1222637140.unknown

_1222637141.unknown

_1222637139.unknown

_1222637136.unknown

_1222637137.unknown

_1222637135.unknown

_1222637126.unknown

_1222637130.unknown

_1222637132.unknown

_1222637133.unknown

_1222637131.unknown

_1222637128.unknown

_1222637129.unknown

_1222637127.unknown

_1222637122.unknown

_1222637124.unknown

_1222637125.unknown

_1222637123.unknown

_1222637120.unknown

_1222637121.unknown

_1222637119.unknown

_1222637086.unknown

_1222637102.unknown

_1222637110.unknown

_1222637114.unknown

_1222637116.unknown

_1222637117.unknown

_1222637115.unknown

_1222637112.unknown

_1222637113.unknown

_1222637111.unknown

_1222637106.unknown

_1222637108.unknown

_1222637109.unknown

_1222637107.unknown

_1222637104.unknown

_1222637105.unknown

_1222637103.unknown

_1222637094.unknown

_1222637098.unknown

_1222637100.unknown

_1222637101.unknown

_1222637099.unknown

_1222637096.unknown

_1222637097.unknown

_1222637095.unknown

_1222637090.unknown

_1222637092.unknown

_1222637093.unknown

_1222637091.unknown

_1222637088.unknown

_1222637089.unknown

_1222637087.unknown

_1222637069.unknown

_1222637077.unknown

_1222637082.unknown

_1222637084.unknown

_1222637085.unknown

_1222637083.unknown

_1222637080.unknown

_1222637081.unknown

_1222637078.unknown

_1222637073.unknown

_1222637075.unknown

_1222637076.unknown

_1222637074.unknown

_1222637071.unknown

_1222637072.unknown

_1222637070.unknown

_1222637061.unknown

_1222637065.unknown

_1222637067.unknown

_1222637068.unknown

_1222637066.unknown

_1222637063.unknown

_1222637064.unknown

_1222637062.unknown

_1222637057.unknown

_1222637059.unknown

_1222637060.unknown

_1222637058.unknown

_1222637055.unknown

_1222637056.unknown

_1222637054.unknown

