Тема 11. Элементы теории вероятностей
09-11-03. Понятие о законе больших чисел

Теория

3.1. Рассмотрим некоторый эксперимент. Однократное проведение этого эксперимента для краткости будем называть испытанием. Проведем несколько испытаний и каждый раз отметим, произошло ли интересующее нас событие 
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. 

Предположим, что в 
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 испытаниях событие 
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 произошло 
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 раз. В этом случае частотой события 
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 в 
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 испытаниях называется число 
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Пример 1. Монета была брошена 4040 раз, причем герб выпал 2048 раз. Этот известный опыт провел Бюффон. Частота 
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 выпадения герба в 4040 испытаниях Бюффона есть 
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3.2. Понятие о Законе больших чисел. 

Давно замечено, что при большом числе 
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 независимых испытаний частота 
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 становится приближенно равной вероятности 
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. Это приближенное равенство становится все точнее и точнее с ростом числа 
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Этот факт, что 


[image: image14.wmf]()()

n

APA

n

»



(1)

при больших 
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, называют Законом больших чисел. 

Значительное отклонение частоты события от его вероятности при больших 
[image: image16.wmf]n

 возможно, но происходит очень редко.  
Пример 2. Джон Керрих, когда он был интернирован в лагере во время второй мировой войны, провел 10 экспериментов, каждый из которых состоял из 1000 подбрасываний монеты. Он получил следующие частоты выпадения гербов: 

0,502; 0,511; 0,497; 0,529; 0,504;

0,476; 0,507; 0,528; 0,504; 0,529.

Видно, что эти числа не на много отличаются от вероятности 
[image: image17.wmf]p

 выпадания герба, равной 0,5. 

3.3. Опираясь на Закон больших чисел, на практике можно получать приближенные решения следующих основных видов задач. 

Первый вид. Пусть требуется найти неизвестную вероятность интересующего нас события 
[image: image18.wmf]A

 в некотором эксперименте. Тогда можно провести достаточно большое число 
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 испытаний, вычислить частоту 
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 в этих 
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 испытаниях и на основании закона больших чисел принять полученную частоту за приближенное значение вероятности 
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 события 
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Например, на основании опыта Бюффона можно принять, что вероятность выпадения герба при бросании его монеты равна 
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Второй вид. Пусть в некотором эксперименте вероятность события 
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 равна 
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 и требуется предсказать, сколько примерно раз произойдет событие 
[image: image27.wmf]A

, если всего планируется провести 
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 испытаний. 

Если обозначить через 
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 число появлений события 
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 при 
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 испытаниях, то частота события 
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 равна 
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. Тогда на основании Закона больших чисел можно записать приближенное равенство 
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Например, при подбрасывании игрального кубика 100 раз событие 
[image: image36.wmf]A

, состоящее в том, что выпадает 6 очков, следует ожидать примерно 17 раз, так как S (a) 
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Третий вид. Допустим, что в некотором эксперименте проводится одна серия из большого числа 
[image: image38.wmf]n

 испытаний и другая серия из большого числа m испытаний, и в каждом случае отмечается интересующее нас событие 
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. Тогда по Закону больших чисел частоты 
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 приближенно равны вероятности события 
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. Отсюда следует, что 
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 Поэтому [EQUATION] откуда 
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Аналогично можно получить приближенное равенство 
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Рассмотрим, как эти приближенные равенства можно применять на практике. 

Пример 3. После проведения опроса общественного мнения выяснилось, что 
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 опрошенных решили голосовать на ближайших выборах за кандидата Иванова, 
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  — за кандидата Петрова, а остальные 
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 не собираются идти на выборы, а если и пойдут, то не решили за кого из двух выдвинутых кандидатов будут голосовать. Можно ли предсказать процент голосов, которые будут поданы на выборах за кандидата Иванова? 

Пусть 
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 — множество всех, имеющих право голоса, и 
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. По условию множество 
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 разбивается на три части: на множество 
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 тех, кто будет голосовать за кандидата Иванов; на множество 
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 тех, кто будет голосовать за кандидата Петрова, и на множество 
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 тех, кто решил не участвовать на выборах. 

Из проведенного среди 
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 избирателей опроса вытекает, что с частотой 
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 избиратели голосуют за кандидата Иванова, с частотой 
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 избиратели голосуют за кандидата Петрова и с частотой 
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 избиратели не собираются голосовать. 

В силу формулы (3) 
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Отсюда следует, что если выборы провести немедленно, то из 
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 явившихся на выборы за кандидата Иванова проголосует 
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 избирателей. Значит, за него будут голосовать с вероятностью 
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В итоге он наберет примерно 
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 голосов. 

Если же выборы состоятся не скоро, то на результаты выборов могут повлиять пришедшие на выборы избиратели из множества 
[image: image66.wmf]C

. 

3.4. Рассмотрим применение Закона больших чисел к решению практических задач. 

Пример 4. Известный биолог Грегор Мендель в одной из серий опытов по скрещиванию гибридного гороха с желтыми семенами получил 6022 растения с желтыми семенами и 2001 растение с зелеными семенами. Что можно сказать о вероятности получить в данном эксперименте горох с зелеными семенами? 

Обозначим через 
[image: image67.wmf]Z

 событие, состоящее в том, что из желтого семени гибридного гороха вырастет растение с зелеными семенами. Из условий задачи по формуле 1 из пункта 3.2 при 
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 На основании этих и других аналогичных вычислений Г.Мендель, примерно в 1865 году, сделал вывод, что 
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Бесспорное доказательство справедливости этого вывода было получено только после изобретения электронного микроскопа, когда удалось разглядеть структуру хромосом. 

Пример 5. Страховая компания составила 
[image: image71.wmf]n

 договоров страхования на следующих условиях: каждый застрахованный внес некоторую сумму 
[image: image72.wmf]r

, а компания обещала выплатить ему сумму в 20 раз большую в случае, если с ним в течение года произойдет один из перечисленных в договоре несчастных случаев. Какую сумму денег рассчитывает получить компания в конце года после страховых выплат, если в предыдущие годы она выплачивала страховки лишь двум процентам застраховавшихся? 

Пусть 
[image: image73.wmf]D

 — событие, состоящее в том, что компания выплачивает страховку по договору. По условию задачи 
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 то есть эта вероятность приближенно равна частоте выплат в предыдущие годы. В силу формулы (2) из пункта 3.3 в текущем cnds страховка будет выплачена в 
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 случаях. Выплачивая в каждом из этих случаев сумму 
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, всего компания выплатит сумму, равную 
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 Таким образом, из собранной компанией суммы 
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 ей останется в конце года сумма, примерно равная 
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3.5.* Приведем теперь пример более трудной задачи. Из вопроса к пункту станет ясным, почему формулу, получающуюся при решении задачи о подсчете числа рыб в озере, часто объявляли "совершенно секретной". 

Пример 6. В некотором озере группой ученых было выловлено, помечено, и отпущено обратно в озеро 
[image: image80.wmf]k

 рыб. Спустя некоторое время в разных местах этого озера было поймано 
[image: image81.wmf]n

 рыб, среди которых оказалось ровно 
[image: image82.wmf]s

 помеченных ранее. Как по этим данным оценить число рыб в озере? 

Пусть 
[image: image83.wmf]W

 — множество всех рыб в озере, а 
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 — множество тех рыб, которых пометили ученые. Если предполагать, что каждую рыбу можно выловить с одной и той же вероятностью, то вероятность выловить помеченную рыбу равна 
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 рыб помеченные рыбы встречаются с частотой 
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 По Закону больших чисел 
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. Из этого приближенного равенства получаем, что 
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. Следовательно, искомое число рыб в озере можно оценить числом 
[image: image91.wmf]kn

s

. 

3.6.** В этом параграфе мы постоянно использовали тот факт, что "частота примерно равна вероятности". Естественно, могут возникнуть вопросы: а что значит "примерно равны"? Или: "а с какой точностью они равны"? 

Найти ответы на эти вопросы оказалось очень трудной математической задачей. Решение ее содержится в так называемой Центральной Предельной Теореме теории вероятностей. в качестве самого простого следствия из этой теоремы можно получить, что следующие неравенства 
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имеют место с вероятностью примерно 95
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EMBED Equation.DSMT4[image: image96.wmf]
Аналогично, с вероятностью примерно 95
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Неравенство (4) предназначено для решения задач первого вида, а неравенство (5) — второго. Если мы уже провели серию из 
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 испытаний и получили частоту 
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, а серию из 
[image: image100.wmf]m

 испытаний мы только планируем провести, и для решения таких задач третьего вида предназначено неравенство (6). 

Пример 7. При опросе общественного мнения выяснилось, что за Иванова собираются проголосовать примерно 20 % опрошенных. Отсюда был сделан прогноз, что избиратели будут голосовать за Иванова с вероятностью примерно 20 %. Какова точность этого прогноза, если в опросе участвовало 1600 человек?
Для ответа на этот вопрос воспользуемся формулой (5), взяв в качестве 
[image: image101.wmf]A

 событие, состоящее в том, что случайно выбранный человек проголосовал за Иванова. Получаем 
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То есть в данном случае, вероятностью примерно 95
[image: image103.wmf]%
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 отличается от неизвестной вероятности 
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 не более чем на 2
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После этого организация, проводившая опрос, сделает вывод заказчикам опроса, что за Иванова проголосуют от 18 % до 22 % избирателей.
Контрольные вопросы

1. Как определяется частота события при проведении 
[image: image107.wmf]n

 испытаний? 

2. Чем отличается частота от вероятности? 

3. В чем смысл Закона больших чисел? 

4. Как можно находить приближенное значение вероятности некоторого события? 

5. Как по известной вероятности события 
[image: image108.wmf]A

 оценить, сколько раз произойдет событие 
[image: image109.wmf]A

, если всего планируется провести 
[image: image110.wmf]n

 испытаний? 

6. С какой целью проводят опросы общественного мнения? 

7.** С какой целью кольцуют зверей и птиц? 

Задачи и упражнения

1. а) Подбросьте дома монету 100 раз и посмотрите, насколько частота выпадания орла отличается от 
[image: image111.wmf]1
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б) посчитайте частоту выпадания орла по всем испытаниям всеми учениками класса и повторите сравнение с вероятностью. 

2. С 1871 по 1900 год в Швейцарии родились 1359671 мальчик и 1285086 девочек. Которая из следующих гипотез точнее предсказывает этот результат: гипотеза о равновероятности полов у новорожденных, или гипотеза о том, что мальчики рождаются с вероятностью 
[image: image112.wmf]17
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, а девочки — с вероятностью 
[image: image113.wmf]16
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? 

3. Известно, что люди имеют отрицательный резус-фактор крови с вероятностью 0,16. Оцените число граждан, имеющих отрицательный резус фактор крови, в государстве, насчитывающем 150 миллионов жителей. 

4. Известно, что мужчины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image114.wmf]1
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. Оцените число дальтоников-мужчин в районе, насчитывающем 200 тысяч жителей, среди которых мужчины составляют 
[image: image115.wmf]45
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5. Известно, что женщины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image116.wmf](
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. Оцените число дальтоников-женщин в области, насчитывающей 2 миллиона жителей, среди которых женщины составляют 
[image: image117.wmf]55
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6. При переписи населения Англии и Уэлса в 1901 году было зарегистрировано (с точностью до тысячи) 15729 тысяч мужчин и 16799 тысяч женщин; 3497 мужчин и 3072 женщин были зарегистрированы как глухонемые от рождения. Оцените число глухонемых от рождения среди жителей страны, насчитывающей 28 миллионов мужчин и 30 миллионов женщин. 

7. Известно, что вероятность рождения двум близнецам разного пола примерно равна 0,36. Оцените число пар близнецов в городе, насчитывающем ровно 100 пар близнецов разного пола. 

8. В некотором городе за неделю совершается в среднем 4 миллиона поездок на автобусе. При этом службой контроля проверяются билеты примерно у 200 тысяч пассажиров и выявляется около 10 тысяч случаев безбилетного проезда. Оцените число невыявленных случаев безбилетного проезда за неделю. 

9.* Страховая фирма объявила, что у нее за два года практически не менялся список застраховавшихся и что в прошлом году она выплатила страховки 98 клиентам, а в этом — 105 застрахованным, причем 6 человек получили выплаты оба года. Оцените число застраховавшихся в данной фирме. 

10. В копилку брошено 10 новеньких монет. После этого 100 раз из копилки вытряхивали по одной монете, рассматривали ее и каждый раз возвращая обратно. Оцените число монет в копилке, если среди 100 просмотренных монет только 4 раза встретились новенькие монеты? 

Ответы и указания

Задача 2. С 1871 по 1900 год в Швейцарии родились 1359671 мальчик и 1285086 девочек. Какая из следующих гипотез точнее предсказывает этот результат: гипотеза о равновероятности полов у новорожденных, или гипотеза о том, что мальчики рождаются с вероятностью 
[image: image118.wmf]17
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, а девочки — с вероятностью 
[image: image119.wmf]16
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? 
Указание. Из условия частота рождения мальчика 
[image: image120.wmf]1359671
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. Так как при равновероятности вероятность рождения мальчика равна 
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, а 
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, то значение 
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 гораздо ближе к 
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, чем к 
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Задача 4. Известно, что мужчины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image126.wmf]1

20

. Оцените число дальтоников-мужчин в районе, насчитывающем 200 тысяч жителей, среди которых мужчины составляют 
[image: image127.wmf]45
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Указание. Число дальтоников-мужчин примерно 
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Задача 5. Известно, что женщины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image129.wmf](
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. Оцените число дальтоников-женщин в области, насчитывающей 2 миллиона жителей, среди которых женщины составляют 
[image: image130.wmf]55
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. 
Указание. Число дальтоников-женщин примерно 


[image: image131.wmf]6
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Задача 6. При переписи населения Англии и Уэллса в 1901 году было зарегистрировано (с точностью до тысячи) 15729 тысяч мужчин и 16799 тысяч женщин; 3497 мужчин и 3072 женщин были зарегистрированы как глухонемые от рождения. Оцените число глухонемых от рождения среди жителей страны, насчитывающей 28 миллионов мужчин и 30 миллионов женщин. 
Указание. По данным переписи для мужчин частота встречи глухонемого от рождения примерно равна 
[image: image132.wmf]3497
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. Поэтому среди 
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 мужчин примерно 
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 глухонемых от рождения. Аналогично, среди 
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 женщин примерно 
[image: image136.wmf]3

307230

16729

105500

×

×»

 глухонемых от рождения. Поэтому всего примерно 11700 человек. 
Задача 7. Известно, что вероятность рождения двух близнецов разного пола примерно равна 
[image: image137.wmf]036

,

. Оцените число пар близнецов в городе, насчитывающем ровно 100 пар близнецов разного пола. 
Указание. Если 
[image: image138.wmf]M

 — число пар близнецов в городе, то 
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, откуда 
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Задача 8. В некотором городе за неделю совершается в среднем 4 миллиона поездок на автобусе. При этом службой контроля проверяются билеты примерно у 200 тысяч пассажиров и выявляется около 10 тысяч случаев безбилетного проезда. Оцените число не выявленных случаев безбилетного проезда за неделю. 
Указание. По данным службы контроля частота безбилетного проезда примерно 
[image: image141.wmf]1
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. Поэтому при 
[image: image142.wmf]6

410

×

 поездок билеты не приобретаются примерно 
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 раз. В результате не выявленных случаев безбилетного проезда примерно 
[image: image144.wmf]190000

. 
Задача 9
[image: image145.wmf]*

. Страховая фирма объявила, что у нее за два года практически не менялся список застраховавшихся и что в прошлом году она выплатила страховки 98 клиентам, а в этом — 105 застрахованным, причем 6 человек получали выплаты оба года. Оцените число застраховавшихся в данной фирме. 
Указание. Частоту получения выплаты по страховке можно оценить по множеству из 105 человек, из которых во второй год 6 человек получили выплаты. Поэтому частота 
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. Если 
[image: image147.wmf]M

 — общее число застраховавшихся, то из них за год получают выплаты примерно 
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 человек. Из условия за год получают выплаты примерно 100 человек. Поэтому 
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Задача 10. В копилку брошено 10 новеньких монет. После этого 100 раз из копилки вытряхивали по одной монете, рассматривали ее и каждый раз возвращали обратно. Оцените число монет в копилке, если среди 100 просмотренных монет только 4 раза встретились новенькие монеты. 
Указание. Оценить частоту попадания новой монеты можно по множеству из 100 монет, которые вынимали из копилки и среди которых 4 раза встретилась новая монета. Поэтому частота 
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. Если 
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 — общее число монет в копилке, то среди них примерно 
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 новых монет. Из условия следует, что в копилке 10 новых монет, поэтому 
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