Тема 12. Комбинаторные задачи
В этой главе Вы познакомитесь с примерами комбинаторных задач, с правилом суммы и правилом произведения, с размещениями и сочетаниями. 

09-12-01. Примеры комбинаторных задач

Теория

1.1. Комбинаторика изучает вопросы выбора или расположения элементов множества в соответствии с заданными правилами. Обычно в комбинаторике рассматриваются конечные множества. 

Один из видов задач, которые рассматриваются в комбинаторике, заключается в поиске алгоритмов построения нужного расположения элементов некоторого множества. В качестве примера разберем построение магического квадрата размером 
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Для построения магического квадрата 
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 нужно в девяти клеточках, расположенных в виде квадрата, разместить по одному девять чисел от 1 до 9 таким образом, чтобы суммы чисел, стоящих в каждом горизонтальном ряду, в каждом вертикальном ряду и на каждой диагонали были одинаковы.  
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Обозначим одинаковую сумму по рядам и по диагоналям магического квадрата через 
[image: image12.wmf]S

, а числа, стоящие в его клеточках, так, как на рисунке 1. Тогда по условию 
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Почленно складывая эти равенства, получаем, что сумма всех девяти чисел стоящих в клеточках квадрата, равна 
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, то есть 
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. Отсюда 
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Зная 
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, запишем следующие три равенства 
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Почленно складывая эти равенства, получим 
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откуда 
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В результате рассуждений приходим к тому, что в центре нашего магического квадрата должно стоять число 5 (рисунок 2).  
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Установив это, попробуем найти магический квадрат у которого число 1 стоит в угловой клетке. Разберем случай, когда 
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=1 (рисунок 3). Тогда из условия 
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 получим, что 
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следует, что 
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Число 14 можно представить в виде суммы двух различных цифр одним из следующих способов: 
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Цифра 9 уже поставлена в одну из клеточек квадрата, а поэтому расставить числа так, чтобы выполнялись равенства 
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, невозможно. Аналогичные рассуждения приводят к противоречию и в том случае, если число 1 ставить в любой угловой клетке нашего квадрата.  
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Попробуем теперь найти магический квадрат, у которого 
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 (рисунок 4). Тогда из условия 
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 получим, что 
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 следует, что 
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. Выше было сказано, что такое равенство возможно только тогда, когда числа 
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 в некотором порядке совпадают с числами 6 и 8. Пусть 
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 (рисунок 5). Оставшиеся неизвестные числа вычисляются однозначно, и в результате приходим к магическому квадрату, изображенному на рисунке 6.  

	6 
	1 
	8 

	7 
	5 
	3 

	2 
	9 
	4 


1.2.** Второй вид комбинаторных задач связан с выяснением существования в расположении элементов некоторого множества по определенному правилу. В качестве примера разберем знаменитую задачу Эйлера о Кенигсбергских мостах. 

Берега реки и два острова соединены мостами примерно так, как изображено на рисунке 7. Спрашивается, можно ли совершить такую прогулку, чтобы за время этой прогулки перейти через все мосты, не переходя ни через какой мост более одного раза. 

Для ответа на этот вопрос обозначим берега реки и острова буквами, как на рисунке 8. Перейти через какой-нибудь мост — это все равно, что попасть из участка суши, обозначенного одной буквой, на участок суши, обозначенный другой буквой. Это позволяет заменить каждый участок суши точкой с таким же обозначением, а каждый мост заменить линией, соединяющей соответствующие точки. В результате приходим к рисунку 9. 

Теперь указанную в условии задачи прогулку можно представить в следующем виде: начав с какой-нибудь отмеченной точки, нужно обойти по всем линиям, не проходя ни по какой из них более одного раза. 

Предположим, что требуемый обход возможен. Тогда маршрут начинается в некоторой отмеченной точке и заканчивается также в отмеченной точке, которая может совпадать с начальной, может не совпадать. В любом из этих случаев есть промежуточные отмеченные точки. Заметим, что попав в какую-нибудь промежуточную точку маршрута по одной линии, по условию мы должны продолжить обход по другой еще не пройденной линии. В каждую промежуточную отмеченную точку возможного обхода мы попадем столько же раз, сколько и выйдем из нее. Поэтому при возможном обходе каждая промежуточная точка должна быть концом четного числа линий (рисунок 10). 

Посмотрим теперь на рисунок 11. Точка 
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 является концом трех линий, а поэтому не может быть промежуточной отмеченной точкой возможного обхода. Аналогично, точки 
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 также не могут быть промежуточными. Но при возможном обходе две или три отмеченные точки должны быть промежуточными. Так как в рассматриваемой задаче это не выполняется, то пройти по всем мостам с соблюдением поставленных условий невозможно. 

1.3. Третий вид комбинаторных задач связан с перечислением комбинаций элементов некоторого множества, которые образуются по определенным правилам. 

Пример 1. Допустим, что у нас имеется микрокалькулятор с восемью окошечками для цифр и десятичной запятой. Сколько десятичных дробей, целая часть которых равна нулю, можно увидеть на экране этого микрокалькулятора? 

Ответ на этот вопрос становится понятным, если представить все такие десятичные дроби записанными в следующем порядке: 

1) 0, 000 000; 

2) 0, 000 001; 

3) 0, 000 002; 

..................... 
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) 0, 999 999. 

В данном примере ответом является число 10
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Пример 2. Допустим, что у нас имеется табло, в виде квадрата, состоящее из десяти рядов лампочек по десять лампочек в каждом ряду. Когда некоторые из лампочек светятся, на табло возникает некоторая картинка (рисунок 13). Спрашивается, сколько всевозможных картинок можно изобразить, имея такое табло. Через некоторое время Вы научитесь получать ответ в такой задаче: число всевозможных картинок равно 2
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1.4. При небольшом числе элементов комбинаторную задачу на перечисление можно решить, выписав все нужные комбинации. 

Пример 3. Пусть имеется три полосы материи трех различных цветов: синяя (С), белая (Б) и красная (К). Сколько различных видов флагов можно получить, по-разному сшивая эти полосы при горизонтальном расположении полос? 

Ответ на этот вопрос приведен на рисунке 14, где в верхнем ряду изображены все возможные флаги с белой полосой вверху. Условно их можно записать так (Б,С,К) и (Б,К,С). В среднем ряду изображены все возможные флаги с синей полосой вверху, которые условно запишем так: (С,Б,К) и (С,К,Б). В нижнем ряду изображены все возможные флаги с красной полосой вверху, которые условно запишем так: (К,С,Б) и (К,Б,С).  Из четырех одинаково сильных математиков школы: Андрея, Бориса, Владимира и Геннадия нужно отобрать двоих для участия в городской олимпиаде по математике. Сколькими возможными способами это можно сделать? 

Ответ на этот вопрос можно получить, выписав все возможные комбинации: 

{А;Б}, {А;В}, {А;Г}, {Б;В}, {Б;Г}, {В;Г}. 

Отметим, что в отличие от предыдущего примера уже неважно, в каком порядке перечислять учеников, включенных в команду. 

Рассмотрим предыдущий пример и предположим, что в момент формирования команды для участия в областной олимпиаде по математике в школу пришел учиться такой же сильный математик Дмитрий. Сколькими возможными способами можно составить команду в новых условиях? 

Ответ на этот вопрос можно получить так. Если Дмитрия в команду не включать, то это совпадает с задачей, решенной в примере 2. Таких способов будет 6. Если же в команду включать Дмитрия, то тогда есть только 4 следующие возможности: 

{Д;А}, {Д;Б}, {Д;В}, {Д;Г}. 

Следовательно, в данном примере можно отобрать команду всего десятью различными способами. 

Контрольные вопросы

1.* Какие примеры алгоритмов Вы знаете? 

2.** Какие примеры задач на существование Вы знаете? 

3. Какие примеры задач на перечисление Вы знаете? 

Задачи и упражнения

1. Можно ли составить магический квадрат размером 
[image: image77.wmf]33
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 из девяти первых простых чисел 2,3,5,7,11,13,17,19,23? 

2.** Составьте магический квадрат размером 
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 из чисел от 1 до 16, в котором суммы по горизонтальным, по вертикальным рядам и по диагоналям равны. 

3. Можно ли обвести, не отрывая карандаша от бумаги и не проводя дважды по одному участку, линию, изображенную: 

а) на рисунке 14; б) на рисунке 15; 

в) на рисунке 16; г) на рисунке 17; 

д) на рисунке 18? 

4. Пусть имеется две красных и две синих полосы материи одинаковой ширины. Сколько различных видов флага можно получить, по-разному сшивая эти полосы? 

5. Сколько различных слов можно получить, по-разному переставляя буквы слова: 

а) кот; б) мама; в) молоко? 

6. Сколько точек пересечения диагоналей в выпуклом шестиугольнике, если никакие три различные диагонали не проходят через одну точку? 

7. Сколько различных делителей имеет число: 

а) 
[image: image79.wmf]7
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; б) 
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; г) 
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8. Из точки проведено 5 лучей. Сколько различных углов с вершиной в этой точке можно указать? 

9.* Сколько различных натуральных чисел можно записать, если разрешается использовать только цифры 6 и 9, причем каждую из них не более двух раз? 

10.** На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость: 

а) 5 прямых; б) 4 окружности? 

Ответы и указания

Задача 1. Можно ли составить магический квадрат размером 
[image: image83.wmf]33
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 из девяти первых простых чисел 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23? 

Указание. Невозможно, так как сумма всех этих чисел равна 100 и не делится на 3. 

Задача 2
[image: image84.wmf]**

. Составьте магический квадрат размером 
[image: image85.wmf]44
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 из чисел от 1 до 16, в котором суммы по горизонтальным, по вертикальным рядам и по диагоналям равны. 

Указание. Таких магических квадратов много. Общие закономерности: суммы по каждой строке, столбцу, диагонали равны 34; если квадрат разбить на четыре квадрата, то суммы в диагонально расположенных квадратах равны. Проще искать магические квадраты удовлетворяющие дополнительным свойствам: чтобы при разбиении на четыре квадрата суммы во всех четырех квадратах были равны и чтобы суммы в каждых двух клетках,  симметричных  относительно 
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центра, были равными 17. Таких квадратов также много. Например, начиная с чисел 1 и 15, расположив число 1 в углу и число 15 рядом, можно прийти к варианту, изображенному на рис. 3. 

Задача 4. Пусть имеется две красных и две синих полосы материи одинаковой ширины. Сколько различных видов флага можно получить, по-разному сшивая эти полосы? 

Указание. Можно сделать три вида флагов, у которых верхняя полоса красная, и три вида флагов, у которых верхняя полоса белая. Всего получается шесть видов флага. 

Задача 5. в) Сколько различных "слов" можно получить, по-разному переставляя буквы слова "молоко"? 

Указание. Расставить три буквы "о" на три из шести мест можно двадцатью способами. При каждой такой расстановке шестью разными способами можно расставить буквы "м", "л", "к". Всего получается 120 способов. 

Задача 6. Сколько точек пересечения диагоналей в выпуклом шестиугольнике, если никакие три различные диагонали не проходят через одну точку? 

Указание. Каждая точка пересечения диагоналей однозначно определяется выбором четырех вершин шестиугольника. Для подсчета четверок вершин удобно считать, что каждая четверка вершин получается выбрасыванием двух вершин шестиугольника. Выбросить по две вершины можно 
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 способами. 

После того как будут изучены сочетания, задачу можно решить проще, так как ответ сразу получается в виде 
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6

15

C

=

. 

Задача 7. Сколько различных делителей имеет число: 
г) 
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Указание. Число 
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 имеет четыре разных делителя: 1, 2, 
[image: image90.wmf]2
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, 
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. Каждый из этих делителей можно умножить на всевозможные делители числа 
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, и в итоге получаются все делители заданного числа. У числа 
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 находить все делители можно аналогично: число 
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 имеет три разных делителя 1, 3, 
[image: image95.wmf]2

3

, и умножая каждый из этих делителей на всевозможные делители числа 5, то есть на числа 1 и 5, получим все 
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 делителей числа 
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. Поэтому заданное число имеет 
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 различных делителей. 

Задача 8. Из точки проведено 5 лучей. Сколько различных углов с вершиной в этой точке можно указать? 

Указание. Ответ зависит от того, как рассматривать угол: как фигуру, образованную двумя различными лучами, или как плоский угол. Фигур, образованных двумя лучами, можно указать 
[image: image99.wmf]54
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. Плоских углов можно указать в два раза больше, то есть 20. 

Задача 9
[image: image100.wmf]*

. Сколько различных натуральных чисел можно записать, если разрешается использовать только цифры 6 и 9, причем каждую из них не более двух раз? 

Указание. Все такие числа можно разбить на три группы. В первую группу собрать числа, в записи которых нет цифры 6. В этой группе всего два числа: 9, 99. Во вторую группу собрать числа, в записи которых только одна цифра 6. В этой группе шесть чисел: 6, 96, 69, 996, 969, 699. В третью группу собрать числа, в записи которых две цифры 6. В этой группе десять чисел: 66, 966, 696, 669, 9966, 9696, 9669, 6996, 6969, 6699. В итоге получается 18 чисел. 

Задача 10
[image: image101.wmf]**

. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость: 
а) 5 прямых;  б) 4 окружности? 

Указание. а) Нетрудно подсчитать непосредственно, что три прямые могут разделить плоскость на 7 частей. Добавляя четвертую прямую, мы можем добиться того, что три предыдущие прямые при пересечении разделят четвертую прямую на четыре промежутка. Каждый из этих промежутков делит какую-то из семи частей плоскости на две части, в результате чего общее количество частей плоскости увеличится на 4, и всего получится 11 частей. Добавляя пятую прямую, мы можем добиться того, что четыре предыдущие прямые при пересечении разделят пятую прямую на пять промежутков. Каждый из этих промежутков делит какую-то из 11 частей на две части, в результате чего общее количество частей плоскости увеличится на 5 и станет равным 16. 

б) Нетрудно подсчитать непосредственно, что две окружности могут разделить плоскость на 4 части. Добавляя третью окружность, мы можем добиться того, что две предыдущие окружности пересекут третью окружность в четырех точках и разделят эту окружность на 4 дуги. Каждая из этих дуг делит какую-то из четырех частей плоскости на две части, в результате чего, общее количество частей плоскости увеличится на 4 и станет равным 8. Добавляя четвертую окружность, мы можем добиться того, что три предыдущие окружности пересекут четвертую окружность в шести точках и разделят эту окружность на шесть дуг. Каждая из этих дуг делит какую-то из восьми частей плоскости на две части, в результате чего общее количество частей плоскости увеличится на 6 и станет равным 14. 
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