Тема 12. Комбинаторные задачи
09-12-02. Правило суммы, правило произведения

Теория

2.1. Одним из самых важных приемов при подсчете количества элементов конечного множества 
[image: image1.wmf]M

 является разбиение множества 
[image: image2.wmf]M

 на части. Это значит, что множество 
[image: image3.wmf]M

 представляется в виде объединения двух или нескольких попарно непересекающихся подмножеств. 

Множество 
[image: image4.wmf]D

 всех двухзначных чисел можно разбить на три подмножества 
[image: image5.wmf]1
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, 
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, 
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 такие, что 
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 содержит все двухзначные числа, которые при делении на 3 дают остаток 1; 
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 содержит все двухзначные числа, которые при делении на 3 дают остаток 2; 
[image: image10.wmf]3
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 содержит все двухзначные числа, которые делятся на 3. Тогда 
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Множество слов, используемых в русском языке, можно разбить на подмножества, каждое из которых содержит все слова, начинающиеся на определенную букву. По такому принципу составляются словари. 

Пусть конечное множество 
[image: image13.wmf]M

 разбито на два подмножества 
[image: image14.wmf]A

 и 
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, то есть 
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, причем 
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. Тогда число элементов множества 
[image: image18.wmf]M

 равно сумме числа элементов множества 
[image: image19.wmf]A

 и числа элементов множества 
[image: image20.wmf]B

. В этом состоит первое основное правило комбинаторики: правило сложения. 

Для записи правила сложения в удобном виде будем обозначать через 
[image: image21.wmf]()
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 число элементов конечного множества 
[image: image22.wmf]A

. Тогда правило сложения можно записать в следующем виде. 

Пусть 
[image: image23.wmf]=È
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, причем 
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. Тогда 
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Допустим, что у человека в левой руке 5 монет, а в правой руке 6 монет, причем других монет у него нет. Тогда у этого человека всего 11 монет. 

Множество 
[image: image26.wmf]A

 всех натуральных чисел, в записи которых не более двух цифр, содержит 99 элементов. Множество 
[image: image27.wmf]B

 всех натуральных чисел, в записи которых не более трех цифр, содержит 999 элементов. Пусть 
[image: image28.wmf]C

 — множество всех трехзначных чисел. Тогда 
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, причем 
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. Поэтому 
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[image: image32.wmf]()()()99999900

=-=-=

NCNBNA

. 

2.2. Правило сложения распространяется на произвольные разбиения конечного множества 
[image: image33.wmf]M

. Действительно, пусть 
[image: image34.wmf]=ÈÈ
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, где множества 
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, 
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, 
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 попарно не пересекаются. Тогда множества 
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 не пересекаются, а поэтому 
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Пусть 
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, где множества 
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 попарно не пересекаются. Тогда множества 
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 также не пересекаются, а поэтому 
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И так далее. Если, например, доказано, что при любом разбиении конечного множества 
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 на 100 подмножеств 
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 имеет место равенство 
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, то при разбиении конечного множества 
[image: image51.wmf]P

 на 101 подмножеств 
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, получаем равенства: 
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Число квадратов, из которых составлена пирамида на рисунке 1, можно сосчитать следующим образом. Разобьем пирамиду на 5 горизонтальных полос. Тогда в верхней полосе 1 квадрат, в следующей полосе 3 квадрата, затем 5, 7 и 9 квадратов. Следовательно, общее число квадратов равно 
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Рассмотренное правило сложения справедливо всегда, когда выполнены следующие три условия:
  — при делении множества на части мы не потеряли ни одного элемента; 

— при делении множества на части мы не присоединили новых элементов; 

— при подсчете элементов в частях мы ни один элемент не посчитали дважды. 

2.3.* Правило суммы позволяет получить формулу, по которой можно вычислять число элементов в объединении 
[image: image56.wmf]È
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 двух множеств 
[image: image57.wmf]A

 и 
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, когда множества 
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 и 
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 имеют общие элементы. 

В мебельный магазин завезли 7 кресел и 10 кроватей. Известно, что четыре из них — это кресла- кровати. Сколько всего предметов завезли в магазин? 

Решение. Завезенные в магазин предметы можно разбить на три попарно непересекающиеся части. Первая часть 
[image: image61.wmf]M

 –это кресла-кровати, которых по условию 4, то есть 
[image: image62.wmf]()4
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. Вторая часть 
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 — это кресла, не являющиеся креслом-кроватью. Если 
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 — множество всех кресел, то число 
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 можно найти как 
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. Третья часть 
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 — это кровати, не являющиеся креслом- кроватью. Если 
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 –множество всех кроватей, то число 
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 можно найти как 
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Множество всех завезенных в магазин предметов равно объединению 
[image: image71.wmf]È
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 пересекающихся множеств 
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 и 
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 и равно объединению 
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 попарно непересекающихся подмножеств. Поэтому 
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Так как 
[image: image78.wmf]=Ç
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, то полученное равенство можно записать в виде 


[image: image79.wmf]()()()()

È=+-Ç.

NABNANBNAB


Подставляя заданные числа, найдем 
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Ответ: В магазин завезли 13 предметов мебели. 

В общем случае для любых конечных множеств 
[image: image81.wmf]A

 и 
[image: image82.wmf]B

 можно провести рассуждения, аналогичные тем, которые были в рассмотренном примере. 

Пусть 
[image: image83.wmf]1
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 — множество всех элементов множества 
[image: image84.wmf]A

, не принадлежащих множеству 
[image: image85.wmf]B

. Тогда 
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, причем множества 
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 не имеют общих элементов. Аналогично, пусть 
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 — множество всех элементов множества 
[image: image90.wmf]B

, не принадлежащих множеству 
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. Тогда 
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, причем множества 
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 и 
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 не пересекаются и множества 
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 и 
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 не пересекаются. 

Для объединения множеств 
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 и 
[image: image98.wmf]B

 можем записать равенства: 
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В результате множество 
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 представлено путем разбиения на три подмножества. Так как 
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Таким образом, формула 
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доказана в общем случае. 

Заметим, что когда множества 
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 и 
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 не пересекаются, то 
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, а поэтому полученная формула представляет из себя правило суммы при разбиении множества 
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 на две части. 

2.4. В некоторых случаях конечное множество 
[image: image112.wmf]M

 разбивается на части, состоящие из равного числа элементов. Если число частей равно 
[image: image113.wmf]m

 и в каждой части по 
[image: image114.wmf]n

 элементов, то тогда из правила суммы следует, что множество 
[image: image115.wmf]M

 содержит 
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 элементов. В этом состоит второе основное правило комбинаторики: правило умножения. 

Пусть множество 
[image: image117.wmf]M

 разбито на 
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 частей по 
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 элементов в каждой части. Тогда 
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В кинотеатре 25 рядов. На некотором сеансе в каждом ряду были свободными по четыре каких-то места. Сколько всего свободных мест было во время этого сеанса? 

Решение. По правилу умножения число свободных мест равно 
[image: image121.wmf]254
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Ответ: 100 свободных мест. 

Наиболее часто правило умножения применяется тогда, когда множество 
[image: image122.wmf]M

 образуется как множество всех упорядоченных пар элементов, в которых на первом месте записывается элемент конечного множества 
[image: image123.wmf]A

, а на втором месте — элемент конечного множества 
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. 

Пусть 
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. Пары элементов в которых на первом месте стоят элементы множества 
[image: image127.wmf]A

, можно записывать в круглых скобках, например, в виде (c;6). Множеству всех таких пар удобно сопоставлять множество клеток шахматной доски. 

Иногда, например, в шахматной литературе, эту же пару элементов записывают сокращенно: c6. Выделенная на рисунке 2 клетка служит изображением пары 
[image: image128.wmf]6
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Полученное множество пар естественным образом разбивается на восемь подмножеств следующего вида: в каждое подмножество включаются все пары с одинаковым первым элементом. Так как в каждом таком подмножестве по восемь пар, то по правилу произведения получаем, что общее число пар 
[image: image129.wmf]8864
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2.5.** Пусть 
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 и 
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 — два конечных множества. Для каждого элемента 
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 и каждого элемента 
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 можно записать упорядоченную пару вида 
[image: image134.wmf]()
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, в которой на первом месте записывается элемент 
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 из множества 
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, на втором месте пары – элемент 
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 из 
[image: image138.wmf]B

. Множество всех упорядоченных пар рассмотренного вида называется декартовым произведением множества 
[image: image139.wmf]A

 на множество 
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 и обозначается 
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Таким образом, запись 
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 означает, что это — множество всех упорядоченных пар вида 
[image: image143.wmf]()

;

ab

, где 
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Пусть множество 
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 состоит 
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 элементов: 
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, а множество 
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 из 
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 элементов: 
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. Тогда множество 
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 можно разбить на следующие 
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 подмножеств из 
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 упорядоченных пар каждое: 
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По правилу произведения множество 
[image: image159.wmf]´
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 в этом случае состоит из 
[image: image160.wmf]mn

 элементов. 

Рассмотрим кинотеатр, в котором 30 рядов с номерами от 1 до 30 и в каждом ряду по 40 мест с номерами от 1 до 40. Билет в этот кинотеатр выглядит примерно так: 

Ряд  28  Место  14 

Следовательно, такой билет можно считать особого рода записью упорядоченной пары, в которой на первом месте стоит элемент из множества 
[image: image161.wmf]R

 номеров рядов, а на втором месте — элемент из множества 
[image: image162.wmf]M

 номеров мест. Поэтому каждому элементу декартова произведения 
[image: image163.wmf]´
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 можно сопоставить кресло в зрительном зале. Значит, множество кресел, расположенных так, как в зале этого кинотеатра, дает представление о декартовом произведении 
[image: image164.wmf]´
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2.6. В пункте 2.4 мы рассмотрели применение правила умножения к вычислению количества упорядоченных пар, когда первый элемент выбирается из множества A, а второй — из множества 
[image: image165.wmf]B

. Рассмотрим теперь на примере одно из обобщений. 

Пусть имеются множество 
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 из четырех элементов и четыре множества 
[image: image167.wmf]1

{34}

=,

B

, 
[image: image168.wmf]2

{17}

=,

B

, 
[image: image169.wmf]3

{27}

=,

B

, 
[image: image170.wmf]4

{23}

=,

B

, каждое из двух элементов. Найдем число всех пар элементов, в которых на первом месте ставятся элементы множества 
[image: image171.wmf]A

, а в зависимости от этого элемента на втором месте ставятся следующие элементы: 

если на первом месте стоит 
[image: image172.wmf]1
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, то на второе место ставятся элементы из множества 
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если на первом месте стоит 
[image: image174.wmf]2
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, то на второе место ставятся элементы из множества 
[image: image175.wmf]2
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если на первом месте стоит 
[image: image176.wmf]3
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, то на второе место ставятся элементы из множества 
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если на первом месте стоит 
[image: image178.wmf]4
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, то на второе место ставятся элементы из множества 
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В результате получается следующее множество пар: 
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По правилу произведения общее число пар 
[image: image184.wmf]428
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Аналогичный результат получается и в общем случае. 

Пусть множество упорядоченных пар образуется выбором первого элемента из n-элементного множества и в зависимости от этого элемента выбором второго элемента из соответствующего k-элементного множества, где 
[image: image185.wmf]n

 и 
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 –фиксированные числа. Тогда общее число пар равно 
[image: image187.wmf]×
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Это общее утверждение иногда будем называть обобщенным правилом умножения. 

Контрольные вопросы

1. Что такое разбиение множества на два подмножества? 

2. Что такое разбиение множества на несколько подмножеств? 

3. Как формулируется правило сложения при разбиении множества на два подмножества? 

4. Как формулируется правило сложения при разбиении множества на несколько подмножеств? 

5. Как вычислить число элементов конечного множества 
[image: image188.wmf]A

, не входящих в множество 
[image: image189.wmf]B

, если 
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? 

6.* По какой формуле можно вычислить число элементов в объединении двух конечных множеств? 

7. Как формулируется правило умножения? 

8.** Что называется декартовым произведением множества 
[image: image191.wmf]A

 на множество 
[image: image192.wmf]B

? 

9. В чем состоит обобщенное правило умножения? 

Задачи и упражнения

1. Можно ли разбить множество всех двухзначных чисел на два таких подмножества, что: 

а) в одно подмножество входят числа, не содержащие в своей записи цифры 1, а в другое подмножество — числа, записанные только с помощью цифры 1; 

б) в одно подмножество входят числа, сумма цифр которых делится на 3, а в другое подмножество — числа, сумма цифр которых не делится на 3; 

в) в одно подмножество входят числа, последняя цифра которых либо 0, либо 5, а в другое подмножество — числа, не делящиеся на 5; 

г) в одно подмножество входят числа, у которых первая цифра больше второй, а в другое подмножество — числа, у которых вторая цифра больше первой? 

2. Как разбить множество клеток квадрата, составленного из 36 клеток, на 3 подмножества с равным числом клеток? 

3. Непустое конечное множество 
[image: image193.wmf]A

 можно разбить на два подмножества с равным числом элементов, на три подмножества с равным числом элементов, на четыре подмножества с равным числом элементов. Какое наименьшее число элементов может иметь множество 
[image: image194.wmf]A

? 

4. В классе 24 ученика и каждый из них изучает либо английский язык, либо французский язык, либо оба эти языка одновременно. Известно, что английский язык изучают 18 учеников, а французский –12 учеников. Сколько учеников изучают только французский язык? 

5.** Докажите формулу 


[image: image195.wmf]()
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6.* В школе все 78 учеников девятых классов изучают математику, литературу и химию. Известно, что из них 55 учатся на 5 по математике, 64 учатся на 5 по литературе, 59 учатся на 5 по химии, 48 имеют отличные оценки по математике и химии, 42 имеют отличные оценки по математике и литературе, 50 имеют отличные оценки по литературе и химии. Сколько учеников имеют отличные оценки по всем этим предметам? 

7.** Докажите, что из первых 
[image: image197.wmf]n

 натуральных чисел на натуральное число 
[image: image198.wmf]m

 делится 
[image: image199.wmf]éù
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 чисел, где символом 
[image: image200.wmf][]

x

 обозначена целая часть числа 
[image: image201.wmf]x

. 

8.** На какую наибольшую натуральную степень числа 2 делится без остатка произведение всех натуральных чисел от 1 до 100 включительно? 

9.**Сколько всего трехзначных натуральных чисел, которые: 

а) нечетны и не делятся на 3; 

б) делятся на 6, но не делятся на 7; 

в) делятся либо на 3, либо на 5; 

г) не делятся ни на 3, ни на 5 ? 

Ответы и указания

Задача 1. Можно ли разбить множество всех двухзначных чисел на два таких подмножества, что: 
а) в одно подмножество входят числа, не содержащие в своей записи цифры 1, а в другое подмножество — числа, записанные только с помощью цифры 1; 
б) в одно подмножество входят числа, сумма цифр которых делится на 3, а в другое подмножество — числа, сумма цифр которых не делится на 3; 
в) в одно подмножество входят числа, последняя цифра которых либо 0, либо 5, а в другое подмножество — числа, не делящиеся на 5; 
г) в одно подмножество входят числа, у которых первая цифра больше второй, а в другое подмножество — числа, у которых вторая цифра больше первой? 

Указание. а) Невозможно. Например, число 10 не входит ни в одно из указанных подмножеств. 

б) Возможно. Если в одно подмножество собрать все двухзначные числа, делящиеся на 3, то все оставшиеся числа образуют второе подмножество. 

в) Возможно. Собирая в одном подмножестве все двухзначные числа, делящиеся на 5, мы получим все двухзначные числа, которые оканчиваются либо на 0, либо на 5. 

г) Невозможно. Например, число 22 не входит ни в одно из указанных множеств. 

Задача 3. Непустое конечное множество 
[image: image202.wmf]A

 можно разбить на два подмножества с равным числом элементов, на три подмножества с равным числом элементов, на четыре подмножества с равным числом элементов. Какое наименьшее число элементов может иметь множество 
[image: image203.wmf]A

? 

Указание. Число элементов должно делиться на 2, на 3 и на 4. Наименьшее из таких чисел — это 12. 

Задача 4. В классе 24 ученика и каждый из них изучает либо английский язык, либо французский язык, либо оба эти языка одновременно. Известно, что английский язык изучают 18 учеников, а французский — 12 учеников. Сколько учеников изучают только французский язык? 

Указание. По условию множество всех учеников можно разбить на три подмножества: 
[image: image204.wmf]M

 из 
[image: image205.wmf]x

 учеников — изучающие только английский, 
[image: image206.wmf]N

 из 
[image: image207.wmf]y

 учеников — изучающие только французский, 
[image: image208.wmf]K

 из 
[image: image209.wmf]z

 учеников — изучающих оба языка. Из условия 
[image: image210.wmf]24
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Задача 5
[image: image214.wmf]**

. Докажите формулу 


[image: image215.wmf]()()()()()

NABCNANBNCNAB

ÈÈ=++-Ç-




[image: image216.wmf]()()()

NBCNACNABC

-Ç-Ç+ÇÇ.


Указание. 
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Задача 6
[image: image219.wmf]*

. В школе все 78 учеников девятых классов изучают математику, литературу и химию. Известно, что из них 55 учатся на "5" по математике, 64 учатся на "5" по литературе, 59 учатся на "5" по химии, 48 имеют отличные оценки по математике и химии, 42 имеют отличные оценки по математике и литературе, 50 имеют отличные оценки по литературе и химии. И каждый имеет хотя бы одну пятерку по одному из этих предметов. Сколько учеников имеют отличные оценки по всем этим предметам? 

Указание. По условию множество всех учеников можно разбить на семь подмножеств: 
[image: image220.wmf]A

 из 
[image: image221.wmf]1

x

 учеников, 
[image: image222.wmf]B

 из 
[image: image223.wmf]2
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 учеников, 
[image: image224.wmf]C

 из 
[image: image225.wmf]3
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 учеников, где каждый имеет только одну пятерку соответственно по математике, по литературе, по химии; 
[image: image226.wmf]M

 из 
[image: image227.wmf]1

y

 учеников, 
[image: image228.wmf]N

 из 
[image: image229.wmf]2
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 учеников, 
[image: image230.wmf]K

 из 
[image: image231.wmf]3
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 учеников, где каждый имеет по две пятерки соответственно по математике и литературе, по математике и химии, по литературе и химии; 
[image: image232.wmf]P

 из 
[image: image233.wmf]z

 учеников, имеющие три пятерки по всем указанным предметам. Из условия 
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Задача 7
[image: image242.wmf]**

. Докажите, что из первых 
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 натуральных чисел на натуральное число 
[image: image244.wmf]m

 делится 
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 чисел, где символом 
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 обозначена целая часть числа 
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. 

Указание. На 
[image: image248.wmf]m

 делятся числа вида 
[image: image249.wmf]mp

, где 
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 — целое. Если 
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 чисел 
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. 

Задача 8
[image: image255.wmf]**

. На какую наибольшую натуральную степень числа 2 делится без остатка произведение всех натуральных чисел от 1 до 100 включительно? 

Указание. Из результата задачи 7
[image: image256.wmf]**

 можно вывести, что показатель степени равен 
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Задача 9
[image: image258.wmf]**

. Сколько всего трехзначных натуральных чисел, которые: 
а) нечетны и не делятся на 3; 
б) делятся на 6, но не делятся на 7; 
в) делятся либо на 3, либо на 5; 
г) не делятся ни на 3, ни на 5? 

Указание. Всего трехзначных чисел 900. На основе утверждения задачи 7
[image: image259.wmf]**

 количество трехзначных чисел, которые делятся на число 
[image: image260.wmf]m

, равно 
[image: image261.wmf]999100
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. Решение задач из всех пунктов можно свести к использованию этого результата. 

а) Среди трехзначных чисел 
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 четных чисел; 
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 чисел, делящихся на 3; 
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 чисел, делящихся на 6. Поэтому таких, которые нечетны и не делятся на 3, 
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б) Среди трехзначных чисел 150 чисел делятся на 6; 
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, столько трехзначных чисел, которые делятся на 
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. Поэтому таких, которые делятся на 6, но не делятся на 7, 
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в) Среди трехзначных чисел 300 чисел делятся на 3; 
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 делятся на 5; 
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 делятся на 
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. Поэтому таких, которые делятся либо на 3, либо на 5, 
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г) С учетом пункта в) в этом случае ответ 
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