Тема 12. Комбинаторные задачи
09-12-03. Размещения и сочетания

Теория

3.1. Рассмотрим игру спортлото 5 из 36. При каждом розыгрыше спортлото берут барабан, содержащий 36 шаров, занумерованных числами от 1 до 36. Затем по очереди из барабана извлекают 5 шаров. В результате составляется набор из пяти номеров, например таких: 
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Выигравшие в проведенном розыгрыше определяются по набору этих чисел без учета порядка их появления, то есть по подмножеству 
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Полученное 5-элементное подмножество множества из 36 элементов называют сочетанием из 36 элементов по 5. 

В разных розыгрышах спортлото могут появляться разные сочетания из 36 элементов по 5. 

В общем случае сочетания определяются аналогично рассмотренному примеру. 
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-элементное подмножество множества из 
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 элементов называется сочетанием из 
[image: image5.wmf]n

 элементов по 
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. 

Иногда сочетание называют неупорядоченным набором элементов из множества. 

3.2. Рассмотрим теперь игру, которую назовем супер-спортлото 5 из 36. В этой игре также возьмем барабан, содержащий 36 шаров, занумерованных числами от 1 до 36. Затем также по очереди извлечем из барабана 5 шаров, например, в таком порядке: 
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Но теперь, в отличие от обычного спортлото, назначим супер-выигрыш только по упорядоченному набору из 5 номеров. Это значит, что человек, который угадал не только все пять номеров, но и порядок их появления в розыгрыше, получит гораздо большую сумму, чем за угадывание только множества всех номеров. 

Полученный 
упорядоченный набор (32; 11;29; 5; 12) из пяти различных элементов, выбранных из 36-элементного множества, называют размещением из 36 элементов по 5. 

В общем случае размещения определяются аналогично приведенному примеру. 

Упорядоченный набор из 
[image: image8.wmf]k

 различных элементов, выбранных из 
[image: image9.wmf]n

-элементного множества, называется размещением из 
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 элементов по 
[image: image11.wmf]k

. 

Иногда размещение называют конечной последовательностью из 
[image: image12.wmf]k

 различных элементов, выбранных из данного множества. 

3.3. Рассмотрим еще одну игру, которую назовем экстра-спортлото 5 из 36. В этой игре также возьмем барабан, содержащий 36 шаров, занумерованных числами от 1 до 36. Затем извлечем шар, отметим его номер и вернем обратно в барабан. И так повторим еще четыре раза. В результате появится, например, такая запись: 
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Выигравшими в этом розыгрыше будем считать тех, в записях которых либо три первые числа, либо четыре первые числа, либо все числа совпадают с учетом порядка с соответствующими числами в записи появившейся при розыгрыше. 

Полученный при розыгрыше упорядоченный набор (5;11;5;5;27) из пяти элементов, выбранных из 36 — элементного множества, с возможным повторением элементов называют размещением с повторениями из 36 элементов по 5. 

В общем случае размещения с повторениями определяются аналогично рассмотренному примеру. 

Упорядоченный набор из 
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 элементов, выбранных из 
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- элементного множества, с возможным повторением элементов называется размещением с повторением из 
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 элементов по 
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. 

Размещение с повторением иногда также называют конечной последовательностью из 
[image: image18.wmf]k

 элементов, выбранных из данного множества. 

Для более четкого различия между размещениями и размещениями с повторением, определенные в пункте 3.2 размещения иногда называют размещениями без повторений. 

3.4. Иногда появляются задачи, в которых нужно найти число различных возможных размещений или сочетаний. В этом пункте рассмотрим, как находить число размещений с повторениями. 

Пример 1. Найдем, сколько всего трехзначных чисел, в записи которых встречаются только нечетные цифры. 

Решение. Пусть 
[image: image19.wmf]1
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 — множество всех нечетных цифр. 

Обозначим через 
[image: image20.wmf]2
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 множество всех двухзначных чисел, которые записываются нечетными цифрами, а символом 
[image: image21.wmf]2
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 обозначим количество таких чисел. 

Аналогично через 
[image: image22.wmf]3
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 обозначим множество всех трехзначных чисел, записываемых нечетными цифрами, а символом 
[image: image23.wmf]2
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 обозначим количество таких чисел. 

Каждое трехзначное число из множества 
[image: image24.wmf]3

M

 можно представить как упорядоченную пару, образованную в виде суммы числа его сотен и двухзначного числа. Например, 
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. Следовательно, множество 
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 можно получить как множество всех пар, у которых на первом месте выбирается элемент из множества 
[image: image27.wmf]1
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, а на втором месте — элемент из множества 
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. Тогда по правилу умножения получаем 
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Для вычисления числа 
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 каждое двухзначное число из множества 
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 представим как упорядоченную пару, образованную в виде суммы десятков и однозначного числа. Тогда множеству 
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 соответствует множество всех пар, у которых первый элемент выбирается из множества 
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 и второй элемент выбирается из множества 
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. Следовательно, 
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Поэтому 
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Трехзначные числа из множества 
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 образуются как упорядоченные записи трех цифр из множества 
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 с возможным повторением. Следовательно, число 
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 — это число всех различных размещений с повторениями из 5 элементов по 3. 

Аналогичный результат получается и в общем случае. 

Число 
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 всех размещений с повторениями из 
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 элементов по 
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 вычисляется по формуле 
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3.5. В этом пункте рассмотрим, как находить число размещений без повторений. Для краткости будем называть их размещениями. 

Число размещений из 
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 элементов по 
[image: image45.wmf]k

 принято обозначать 
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Сначала рассмотрим размещения по одному. Пусть множество 
[image: image47.wmf]M

 состоит из 
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 элементов. Размещение из множества 
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 по одному элементу — это просто выбор одного из 
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 элементов. Ясно, что такой выбор можно произвести 
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 способами. Поэтому 
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Рассмотрим теперь размещения по 2. Пусть, например, множество 
[image: image53.wmf]{}
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 состоит из 4 элементов. Все размещения из множества 
[image: image54.wmf]M

 по 2 можно получить следующим образом: 

сначала выбрать первым элемент 
[image: image55.wmf]a

, а затем второй элемент выбирать из множества 
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сначала выбрать первым элемент 
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, а затем второй элемент выбирать из множества 
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сначала выбрать первым элемент 
[image: image59.wmf]c

, а затем второй элемент выбирать из множества 
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сначала выбрать первым элемент 
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, а затем второй элемент выбирать из множества 
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В результате по обобщенному правилу умножения можем записать равенство 
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Так как 
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, то из этого равенства получаем 
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Аналогичные рассуждения можно провести для любого множества 
[image: image66.wmf]M

 из 
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 элементов и для числа размещений из 
[image: image68.wmf]n

 по 2 получить формулу 
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Рассмотрим теперь размещения по 3. Пусть снова 
[image: image70.wmf]{}
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. Все размещения из 
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 по 3 можно получить следующим образом: 

сначала выбрать первым элемент 
[image: image72.wmf]a

, а затем на последующие два места ставить размещения из множества 
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 по 2; 

сначала выбрать первым элементом 
[image: image74.wmf]a

, а затем на последующие два места ставить размещения из множества 
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и так далее. 

В результате по обобщенному правилу умножения получаем 
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Для размещений из 
[image: image77.wmf]n

 элементов по 3 аналогичные рассуждения приводят к следующему результату: 


[image: image78.wmf]3

(1)(2)

=×-×-.

n

Annn


Пусть 
[image: image79.wmf]4
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 — число размещений из 
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 по 4. Как получить формулу 
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В пункте 3.5 мы получили, что для числа размещений выполняются равенства: 


[image: image82.wmf]1

=,

n

An



[image: image83.wmf]2

(1)

=-,

n

Ann



[image: image84.wmf]3

(1)(2)

=--.

n

Annn


Аналогичное равенство выполняется и в общем случае: 
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Запись полученной формулы можно сократить, если ввести следующее обозначение: 
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где символ 
[image: image87.wmf]!
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 читается эн факториал и обозначает произведение всех натуральных чисел от 1 до 
[image: image88.wmf]n

. 

Для удобства определяют еще одно число 0!, полагая его равным 1, то есть 0!=1. 

С помощью факториала формулу для числа размещений из 
[image: image89.wmf]n

 элементов по 
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 можно записать в виде: 
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то есть 
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3.7. В размещениях из 
[image: image95.wmf]n

-элементного множества по 
[image: image96.wmf]n

 участвуют все элементы этого множества по одному разу, поставленные в определенном порядке. Для таких размещений используют еще одно название: перестановки. 

Число перестановок из 
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 элементов принято обозначать 
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. Формула для числа перестановок получается из равенств: 
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Шесть человек нужно выстроить в одну шеренгу. Каким числом способов это можно сделать? 

Решение. Каждое построение в шеренгу данных шести человек – это некоторая перестановка из всех шести человек. Поэтому общее число способов 
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3.8.** Пусть 
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 и 
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 — натуральные числа, причем 
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, 
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 — число размещений из 
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 элементов по 
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. Докажем методом математической индукции, что это число можно вычислить по формуле 
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где в произведении в порядке убывания стоят все натуральные числа от 
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 до 
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Шаг 1. Пусть 
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. Тогда при 
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 число 
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 равно 
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, как это было сказано в пункте 3.5. Правая часть формулы для 
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 означает произведение всех натуральных чисел от 
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 до 
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. Следовательно, при 
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[image: image122.wmf]1

=

n

An

, записанное в формуле (2), установлено. 

Шаг 2. Предположим, что при 
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 выполняется равенство 
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Шаг 3. Пусть 
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. Рассмотрим множество 
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 из 
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 элементов. Все размещения из множества 
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 по 
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 элементу можно получить следующим образом: при выборе в размещении первым элементом, например 
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 мест ставить размещение по 
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 элементу из множества 
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, которое получается из 
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 удалением элемента 
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. Каждое множество 
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 элемент. Поэтому число размещений из множества 
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по предположению, сделанному на втором шаге индукции. 

Так как первый элемент размещений можно выбрать одним из 
[image: image144.wmf]n

 способов, то по обобщенному правилу умножения получаем: 
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Это совпадает с формулой (2) при 
[image: image146.wmf]1
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. Следовательно, методом математической индукции формула (2) доказана. 

3.9. Число сочетаний из 
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 элементов по 
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 принято обозначать 
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Рассмотрим на примере, как можно получить формулу для вычисления числа сочетаний. 

Из 5 кандидатов на три одинаковые должности заместителей директора нужно выбрать троих. Сколько всего различных возможных вариантов выбора? 

В этом случае неважно, в каком порядке производится выбор, а поэтому число возможных способов выбора – это число сочетаний из 5 элементов по 3. 

В каждом сочетании из 5 кандидатов по 3 сделаем всевозможные перестановки элементов. Тогда из каждого сочетания мы получим 3! перестановок. Каждая такая перестановка является некоторым размещением из 5 кандидатов по 3. Объединяя такие размещения по всевозможным сочетаниям из 5 кандидатов по 3, получим все размещения из 5 кандидатов по 3. Следовательно, число 
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Аналогичное рассуждение можно провести для сочетаний по 
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 элементов из каждого конечного множества 
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, содержащего 
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. В результате получим формулу 


[image: image162.wmf]()

!

=.

!-!

k

n

n

C

knk



(3)

3.10. Пусть 
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 и 
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 — натуральные числа, причем 
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. Из формулы (3) предыдущего пункта получаем, что 
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Следовательно, имеет место равенство 
[image: image167.wmf]-
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 при натуральных 
[image: image168.wmf]n

 и 
[image: image169.wmf]k

 таких, что 
[image: image170.wmf]<
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Пусть множество 
[image: image171.wmf]M

 стоит из 
[image: image172.wmf]n

 элементов. Тогда сочетанием из множества 
[image: image173.wmf]M

 по 
[image: image174.wmf]n

 является все множество 
[image: image175.wmf]M

, и других сочетаний по 
[image: image176.wmf]n

 элементов для этого множества нет. Поэтому 
[image: image177.wmf]1
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Для удобства пустое множество, не содержащее элементов, также считают сочетанием из 
[image: image178.wmf]n

 элементов по 0. Это позволяет записать равенство 
[image: image179.wmf]0
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. Такой же результат получается по формуле (3), если подставить вместо 
[image: image180.wmf]k

 число 0. 

Таким образом, равенство 
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выполняется при любом натуральном 
[image: image182.wmf]n

 для каждого неотрицательного целого числа 
[image: image183.wmf]k

, которое меньше либо равно 
[image: image184.wmf]n
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3.11.** Рассмотрим множество 
[image: image186.wmf]12

{}

=,,...,

n

Maaa

 из n элементов, где 
[image: image187.wmf]1
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[image: image188.wmf]k

 — некоторое натуральное число, меньшее 
[image: image189.wmf]n
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Все сочетания из элементов множества 
[image: image190.wmf]M

 по 
[image: image191.wmf]k

 элементов можно разбить на две группы. 

В первую группу соберем все сочетания, из множества 
[image: image192.wmf]M

 по 
[image: image193.wmf]k

, содержащие элемент 
[image: image194.wmf]1
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. Каждое такое сочетание можно получить, если выбрать некоторое сочетание по 
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 и к этому сочетанию добавить элемент 
[image: image197.wmf]1
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 элементов по 
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 в первой группе равно 
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Во вторую группу соберем все сочетания из множества 
[image: image201.wmf]M

 по 
[image: image202.wmf]k

, не содержащие элемент 
[image: image203.wmf]1
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 элементов. Следовательно, число сочетаний из 
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 элементов по 
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 во второй группе равно 
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Объединяя сочетания из рассмотренных групп, получим все сочетания из множества 
[image: image209.wmf]M

 по 
[image: image210.wmf]k

. Следовательно, по правилу суммы 


[image: image211.wmf]1

11

-

--

=+.

kkk

nnn

CCC



(4)

Полученное равенство (4) является рекуррентным соотношением, позволяющим последовательно вычислять число сочетаний 
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и так далее. 

Образующиеся числа получаются по тем же законам, что и коэффициенты в разложении бинома Ньютона 
[image: image231.wmf]()
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. В результате числа 
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, выражающие число сочетаний из 
[image: image233.wmf]n

 по 
[image: image234.wmf]k

, соответственно совпадают с числами, которые записываются в треугольнике Паскаля как коэффициенты разложений 
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Контрольные вопросы

1. Что называется сочетанием из 
[image: image236.wmf]n

 элементов по 
[image: image237.wmf]k

 элементов? 

2. Что называется размещением из 
[image: image238.wmf]n

 элементов по 
[image: image239.wmf]k

 элементов? 

3. Что называется перестановкой из 
[image: image240.wmf]n

 элементов? 

4. Что называется размещением с повторениями из 
[image: image241.wmf]n

 элементов по 
[image: image242.wmf]k

 элементов? 

5. По какой формуле можно вычислить число размещений с повторениями из 
[image: image243.wmf]n

 элементов по 
[image: image244.wmf]k

? 

6. По какой формуле можно вычислить число размещений (без повторений) из 
[image: image245.wmf]n

 элементов по 2 элемента и по 3 элемента? 

7. Что такое факториал натурального числа и как он обозначается? 

8. По какой формуле можно вычислить число размещений из 
[image: image246.wmf]n

 элементов по 
[image: image247.wmf]k

? 

9. По какой формуле можно вычислить число перестановок из 
[image: image248.wmf]n

 элементов? 

10. По какой формуле можно вычислить число сочетаний из 
[image: image249.wmf]n

 элементов по 
[image: image250.wmf]m

? 

11. Докажите равенство 
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12.** Докажите равенство 
[image: image253.wmf]1
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 при целых 
[image: image254.wmf]k

, удовлетворяющих неравенствам 
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Задачи и упражнения

1.* Сколько всего различных восьмизначных чисел можно записать в двоичной системе счисления? 
2. Сколько всего автобусных билетов с шестизначными номерами, записанными только с помощью цифр 3,6,9? 
3.** На денежных купюрах одного достоинства проставляют различные номера, которые в нашей стране записываются в виде упорядоченного набора из стоящих в начале двух букв русского алфавита и последующих семи цифр. Сколько всего денежных купюр одного достоинства, если известно, что в качестве букв используется каждая из 66 заглавных или прописных букв, а комбинация цифр из одних нулей не допускается? 

4. Сколько шестизначных чисел, кратных пяти, можно записать с помощью цифр 1, 2,3,4,5,6 при условии, что в каждом числе цифры не повторяются? 

5. Сколько трехзначных чисел, кратных пяти, можно записать с помощью цифр 4,5,6,7,8,9 при условии, что в каждом числе цифры не повторяются? 

6. В классе изучают 10 учебных предметов, и на понедельник нужно поставить в расписании 5 разных уроков. Сколько различных вариантов расписания на понедельник можно составить? 
7. Выпишите все перестановки из четырех букв 
[image: image256.wmf]a

, 
[image: image257.wmf]b

, 
[image: image258.wmf]c

 и 
[image: image259.wmf]d

. 

8.* Каким числом возможных способов можно разместить 6 человек за круглым столом? 

9.** Сколько различных слов можно образовать, по-разному переставляя буквы в слове задача? 

10. Сколько различных двузначных чисел можно образовать из цифр 1,2,3,4 при условии, что в каждом числе нет одинаковых цифр? 

11. Сколько различных двузначных чисел можно образовать из цифр 1,2,3,4? 

12. Каким числом возможных способов из 8 слонов можно выбрать трех слонов и разместить их в три клетки по одному слону в каждую клетку? 

13.* Диагоналями квадрат разбит на треугольники.  Каким числом возможных способов можно раскрасить квадрат, имея семь красок и окрашивая треугольники в разные цвета, но каждый треугольник – одним цветом? 

14. Сколько диагоналей имеет выпуклый 
[image: image260.wmf]n

-угольник? 

15. В чемпионате страны по футболу участвуют 18 команд, причем каждые две команды встречаются между собой 2 раза. Сколько матчей играется в течение сезона? 

16.** Для каких значений 
[image: image261.wmf]k

 выполняется неравенство 
[image: image262.wmf]1
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17. На плоскости даны 4 точки, из которых никакие 3 точки не лежат на одной прямой. Через каждые две из этих точек проведена прямая. Сколько прямых проведено? 

18.* Во взводе 3 сержанта и 30 солдат. Каким числом способов можно выделить одного сержанта и трех солдат для патрулирования? 

19.* В розыгрыше первенства по футболу было сыграно 153, причем каждые две команды встречались между собой один раз. Сколько команд участвовало в розыгрыше первенства? 

20.* На одной из двух параллельных прямых даны 10 точек, на другой — 20 точек. Сколько существует треугольников с вершинами в этих точках? 

21.** Сколько положительных делителей имеет число 462? 

22.** Сколько подмножеств имеет множество из 5 элементов? 

23.** При игре в домино 4 игрока делят поровну 28 костей. Каким числом способов могут распределиться кости домино? 

24.** На школьном вечере присутствуют 12 девушек и 15 юношей. Каким числом способов можно выбрать из них 4 пары для танца? 

Ответы и указания

Задача 4. Сколько шестизначных чисел, кратных пяти, можно записать с помощью цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 при условии, что в каждом числе цифры не повторяются? 

Указание. В конце записи каждого числа должна стоять цифра 5. Поэтому задача сводится к вычислению числа всех перестановок множества из пяти цифр. 

Задача 6. В классе изучают 10 учебных предметов, и на понедельник нужно поставить в расписании 5 разных уроков. Сколько различных вариантов расписания на понедельник можно составить? 

Указание. Варианты расписания — это размещения из 10 уроков по 5 уроков. 

Задача 8
[image: image263.wmf]*

. Каким числом возможных способов можно разместить 6 человек за круглым столом? 

Указание. В условии неявно предполагается, что способы размещения людей разные, если хотя бы у одного человека либо слева, либо справа сидит другой сосед. Если выделить одного человека и определять способы рассадки, начиная с него, то задача сводится к вычислению числа всех перестановок множества из пяти человек. 

Задача 9
[image: image264.wmf]**

. Сколько различных "слов" можно образовать, по-разному переставляя буквы в слове "задача"? 

Указание. Всего число перестановок из шести букв равно 6!. Так как среди этих шести букв три одинаковые, то в этих перестановках каждое "слово" будет повторяться по 3! раза. Поэтому ответ 
[image: image265.wmf]6
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Задача 10. Сколько различных двухзначных чисел можно образовать из цифр 1, 2, 3, 4 при условии, что в каждом числе нет одинаковых цифр? 

Указание. Задача сводится к вычислению числа всех размещений (без повторения) из 4 цифр по 2 цифры. 

Задача 12. Каким числом возможных способов из 8 слонов можно выбрать трех слонов и разместить их в три клетки по одному слону в каждую клетку? 

Указание. Задача сводится к вычислению числа всех размещений из 8 слонов по 3 слона. 

Задача 13
[image: image266.wmf]*

. Диагоналями квадрат разбит на треугольники. Каким числом возможных способов можно раскрасить квадрат, имея семь красок и окрашивая треугольники в разные цвета, но каждый треугольник - – одним цветом? 

Указание. Если представить все размещения семи красок по четырем треугольникам, то каждая из возможных раскрасок квадрата встретится по четыре раза. Поэтому ответ 
[image: image267.wmf]4
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Задача 14. Сколько диагоналей имеет выпуклый 
[image: image268.wmf]n

-угольник? 

Указание. Из каждой вершины можно провести по 
[image: image269.wmf](3)
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 диагонали, и тогда получится 
[image: image270.wmf](3)
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 проведенных отрезков. Но при этом каждый из отрезков учитывается по 2 раза. Поэтому число диагоналей равно 
[image: image271.wmf](3)

2

nn

×-

. 

Задача 15. В чемпионате страны по футболу участвуют 18 команд, причем каждые две команды встречаются между собой 2 раза. Сколько матчей играется в течение сезона? 

Указание. Каждая команда сыграет по 
[image: image272.wmf]217

×

 матчей. Умножая 18 на 
[image: image273.wmf]217

×

, получим 
[image: image274.wmf]21817
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. Но при этом каждый сыгранный матч учтен дважды. Поэтому общее число сыгранный матчей равно 
[image: image275.wmf]1817306
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Задача 18
[image: image276.wmf]*

. Во взводе 3 сержанта и 30 солдат. Каким числом способов можно выделить одного сержанта и трех солдат для патрулирования? 

Указание. Ответ можно получить, используя правило умножения: 
[image: image277.wmf]3
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Задача 19
[image: image278.wmf]*

. В розыгрыше первенства по футболу было сыграно 153 матча, причем каждые две команды встречались между собой один раз. Сколько команд участвовало в розыгрыше первенства? 

Указание. Если обозначить через 
[image: image279.wmf]n

 число команд, то 
[image: image280.wmf](1)
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Задача 20
[image: image281.wmf]*

. На одной из двух параллельных прямых даны 10 точек, на другой – - 20 точек. Сколько существует треугольников с вершинами в этих точках? 

Указание. Ответ можно получить как значение следующего выражения 
[image: image282.wmf]22
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Задача 21
[image: image283.wmf]**

. Сколько положительных делителей имеет число 462? 

Указание. 
[image: image284.wmf]46223711
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. 

Задача 23
[image: image285.wmf]**

. При игре в домино 4 игрока делят поровну 28 костей. Каким числом способов могут распределиться кости домино? 

Указание. Ответ можно получить как значение следующего выражения 
[image: image286.wmf]777
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Задача 24
[image: image287.wmf]**

. На школьном вечере присутствуют 12 девушек и 15 юношей. Каким числом способов можно выбрать из них 4 пары для танца? 

Указание. Ответ можно получить как значение следующего выражения 
[image: image288.wmf]44
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